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PRIEKSVARDS

Precizi bivmehanikas un elastibas teorijas uzdevumu risinajumi,
aprékinot biivkonstrukciju stipribu, izlieces, noturibu un dinamiku, un
ievérojot robeZnosacljumus, iesp&jami tikai vienkarSas formas
konstrukcijam atseviskos to slogoSanas gadijumos un balstu
nostiprindjumos. Tapéc inZenierpraksé liela nozime ir aptuvenam
skaitliskam buvkonstrukciju aprékinu metodem.

Skaitliskds metodes atrod uzdevuma risindgjumu nevis ar vienas vai
vairdku funkciju palidzibu, t.i. analitiski, bet atrod atbilsto$o skaitju kopu.
Si informacija par sistémas izliecém, spriegumiem un piepllém
atseviSkos izvel&tos sistémas punktos bieZi ir pietickoSa konstrukciju
projektéSanai; ja nepiecieSams atrasto skaitju kopu var aproksimét ar kadu
adekvatu funkciju.

Risindjumus, kas noved pie skaitlu kopas sauc par "diskretizacijas
metodém", bet p&c biitibas tas var saukt ari par "skaitliskAm metodém".

Skaitliskas metodes var iedalit divas galvenas grupas:

1) Matematiskas diskretizacijas metodés, kas diskretizé problémas
diferencialvienadojumus iegistot aptuvenus risindjumus skaitju veida
atseviskos mezglu punktos. Sis metodes uz konstrukcijas konstrué "tiklu"
ar mezglu punktiem, kuros atrod risindjumu. Sis metodes sauksim par
tikla metodém.

2) Fizikalas diskretizacijas metodes patieso konstrukcijas modeli ar
bezgaligi daudzam kustibas brivibam atvieto ar aptuvenu, kuram ir galigs
kustibas brivibu skaits. Sis metodes parasti balstds uz energétiskiem
variaciju principiem, tas konstrué procediiras parejai uz sistému ar galigu
kustibas brivibu skaitu un atrisindjumu dod skaitlu kopas veida, kas
raksturo sist€mas parametrus (izlieces, piepiiles u.c.).

Konspektd iztirzatas abas metoZu grupas.

Kopigs visam skaitliskam metodém tas, ka uzdevums tiek reducéts
uz algebrisku vienadojumu sistému, bieZi ar lielu nezinamo skaitu, ko
sekmigi risina izmantojot datorus, datorprogrammas. Kompakts
algebrisku vienadojumu pieraksts un risindjumi iesp&ami pielietojot
matricu algebru [2,3,14].

Lekciju konspekts sastadits izmantojot beigds noridito literatiiru,
no kurienes arT patapinati lielakad da]a pieméru.

Atzimeésim, ka visas konspekta aplikotas aptuvenas skaitliskas
metodes redlas sisttmas model€ ar sistémam ar galigu kustibas brivibu
skaitu, lidz ar to palielinot to stingumu. Tapéc skaitlisko aprékinu
deforméacijas un parvietojumi vienmér mazaki par patiesim
deformacijam.



1.nodaja. TIKLA METODES BUVKONSTRUKCIJU APREKINOS

§1.1. Galigo diferenéu operatori

Visu konstrukeijas apgabalu (robeZproblémas risina$anas apgabals)
- sijas ass, platnes laukums, Saulas virsma u.t.t. - parklaj ar tikla linijam,
kuru krustpunkti ir mezgli. Nezinamie ir mekl&jamas funkcijas vértibas
mezglos. To atraSanai konstrué aptuvenas  izteiksmes funkciju
atvasindjumiem, kas izteiktas ar o funkciju ordinatém mezglos t.s.
atvasinagjumu galigo diferenu operatori. Atrastos operatorus ievieto
diferencialvienadojumos un pieprasa, lai diferencialvienadojumi tiktu
apmierinati katra tikla mezgla. Arl robeznosacijumus formule galigo
diferen€u operatoru izteiksmé. Kopuma uzdevums noved pie algebraisku
vienadojumu sistémas ar nezindmam meklgjamo funkciju veértibam
mezglos. Risingjums dod meklgjamo lielumu kopu mezglos. Datoru
izmantoSana Jauj risinat Joti augstas kartas $ada tipa uzdevumus.

Aplikosim sijas izlieces lickuma modeléSanu ar galigo diferencu
metodi (GDM).

Dotas trs izlieces ordinatas sijas liektai asij (zim.1.1.).

w(x)=ax’ +bx+c (1.1)

Koordinatu sa@kumu parvietosim uz centrdlo ordindti w..

RobeZnosacijumi tad biis

W(—AX) = wc—l (1 '2)
w(0) = w, (1.3)
wAx)=w_,, (1.4)
Apréekinot konstantu a, b, un c¢ vértibas, iegiistam
w(x) - (Wc+1 - 2Wc2+ wc-—l)xZ + (Wc+1 W, )x +w, (1.5)
2(ax?) 20x

Diferencgjot dabi
U wc+1 - 2wc + Wc—l

w" = 1.6
) (1.6)

§1.2. Lociklas balstitas sijas analize

No materialu pretestibas kursa zinams, ka sijas ar lieces stingumu
EI, lieces momentu M(x) un izlieci y(x, ja slodze g(x), saista
diferencialvienddojumu sistéma:

M"(x)+qg(x)=0 (1.7)

M@ _ (1.8)

(x}

w'(x) +
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Zim.1.1. Liekuma aproksimacija

Zim.1.2.



Ja atvasin@jumus vienadojumos (1.7) un (1.8) atvieto ar galigam
diferencém mezglam i, tad daba
1

(Ax—)z(Mi—l_zMi'*'Mm)"'q,‘:O (19)
1 M,
(zx?(yi-l—ZyﬁymFE]‘fo (1.10)

Piemérs 1. Aprékinasim siju, kas paradita zim.1.2. [6].

Sadalam siju 4 vienadds dalas. Katram iek$8jam mezglam
uzrakstam vienadojumu (1.9), ievérojot robeznosacljumus M, =0 un
M, =0:
—2M1+M, +0,25=0
M, -2M, +M,+0,50=0 (1.11)
M, -2M, +0,75=0
Atrisinot atrod M;= 0,625, M, = 1,000, M;=0,875. Sie rezultati
precizi.
Sastadot (1.10) tipa vienadojumus mezgliem 1,2,3, un ieverojot
robeZnosacfjumus w=0 un w, =0 dabi
=2w, +w, +0,625=0
W, — 2w, + W, +1,000 =0 (1.12)
W, — 2%, + 0,875 =0

w, = Ely,
Atrisinot sistému (1.10) dabi
w, =11875 W, =17500  w,=13125
Maksimala kllida pret precizo rezultatu - 5,9%.
Piemérs 2. Aprékinat zim.1.3 paraditas sijas izlieces [4].

Apréekinot (1.9) lieces momenti punktos 1...9 adi:

_al
2

2 2 2 2
M =o,36£; M =0,64£ ;M =0,84-‘1L—,- M, =o,965":—,- M,
! 2 2 2 3 2 2

Vienadojuma (1.10) atrisindjumu var izteikt matricu forma:
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-2 1.0 0 0 0 0 0 07w) (0,045]
1 -2 1 0 0 0 0 0 0 |w 0,19
0 1 -2 1. 0 0 0 0 0w 0,84
0 0 1 =21 0 0 0 0w, . 0,96
0 0 0 1 -2 1 0 0 0 <w5r——ng] 110 ¢
0 0 0 0 1 -2 1 0 0]|w, 10,96
00 0 0 0 1 -2 1 0w 0,84
0 0 0 0 0 0 1 -2 1 ||w 0,19
[0 0 0 0 0 0 0 1 -2 w] 0,045

leverojot simetriju w, =wy; w, =wg; wy, =w,; w, = w,
dabii rezultatu:

4
w, =w, =-0,6 gL
12E1,
W, =W, =— gL’
P T 12E
4
wy =w, =-18 gL
12E1,
4
W, = We =2, al
12EI,
4
Wy =-2,2 gL
12E],

§1.3. Statiski nenoteicamas sijas ar pieméru

DaZreiz GDM aprékinos jaizmanto fiktivi mezglu punkti, kuri
atrodas arpus konstrukcijas. Ja sija brivi (lociklveidigi) balstita uz
nekustiga balsta, tad (zim.1.4), ja x=0 w,=0 w!=0 saskana ar

(1.10)  w,=0,w +w, =0 un w_ =-w
Lidzigi dabi iespilétam balstam (zim.1.5.):

ja  x=0; w,=0 w, =0 un Wwo=0; w,—w, =0

Piemeérs 3 [S]. Apskatisim statiski nenoteicamu siju AB (zim.1.6)

ar mainigu platumu 5= (1+—Jl£)bo, kas punkta A brivi balstita, bet B

lespiléta un slogota ar vienmérigu slodzi g, sadalita &etros posmos

=1
Ax = 4



Zim.1.6.
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Problémas vienadojums
M

no__ X

CEl

(1.13)

GDM vienadojumos iek]ausim bez izliecBm w; w, w; un wy

ari nezinamo reakciju R, unievérosim, ka w, = wj.

Izskait]osim inerces momentus un lieces momentus mezglos 1,2,3

un 4

I =1251; I,=151; I, =L751,; 1,=2,001;; I,=

2
M1 =RAAx—g(A2x_); Mz =2RAAx_2q(Ax)2;

M, =3R,Ax—4,5g(Ax)’; M, =4R,Ax —8¢(Ax)’

AtrisinoSa vienadojumu sistéma bis:
2
[RA Ax - iﬁ’-(‘;’“—))(zsx)2

m2w Wy = 1.25E]
E) 0

2R, Ax—2g(Ax)? fAxy

W, =2w, +w, = 130E]
> 0

(3R, Ax - 4,59(ax)? ax)?
- 1,75E],
(4R, Ax —8g(ax) Jax)’
- 2,00EI,

w, =2w, =

2w, =

Atrisinot dabG R, = 0,386¢!/ (precizais rezultats 0,363¢1),

M,;=-0,114gF (precizais rezultats 0,137g7%).

Talak viegli izskait]ojamas izlieces w; w;, ws.

§1.4. GDM operatori augstako kartu atvasinajumiem

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Apskatisim atvasingjumu operatoru sastddiSanu viendimensiju
funkcijai /= f{x) (zim.1.7). Apskatimo apgabalu a b sadalisim vienddos

intervalos A un izmantosim Teilora rindu:

£l +8)= £l )+ £ )+ 17(ry )7 +

11

(1.18)



Zim.1.8.
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Apskatisim punktu x, = x, un pielietosim formulu (1.18) punktiem
i+1 un i-1, ka arl paturam rindas trTs locek]us

fu =1 +f,’A+%f,’Az (1.19)
Fo=f- f,.’A+% I (1.20)
Vispirms saskaitot un tad atpemot (19) un (20) dabi
fi= Ll/;f—l- (1.21)
fr= Sia ‘ZAJ;, + fi (1.22)

TreSo atvasindjuma operatoru atrod
[m= %(f”)z - "fi-x +fi+1 _ _fi-z +2f1—1 _zfm + Ji2 (1.23)

2A 2A°
Analogi

v 2 —_— —_
fi’ =%(fn)i — fi-z 4fi—1 +6AJ:;' 4fi+1 +fi+2 (124)

Iegilitie operatori simetriski un tos sauc par centralam galigam
diferencém.

Saglabajot Teilora rinda vairak locek]u, var iegit precizakus
rezultatus, bet to pielieto$ana sarezgitaka.

Piemers 4 [9]. Simetriska sija atrast izlieces w mezglos 1 un 2.
(zIm.1.8)

Uzdevuma lieces vienadojums

w_ 4
W' =—s (1.25)

Pielietojot operatora ceturta atvasingjuma centru mezgliem 1 un 2,

iegfist

4

W —4w, + 6w, —4w, +w, _98
2 y (1.26)
q

—4w_ +6w, — 4w, +w, +w, = F—

Wo -1 2 | 1T =Ty

Ieverojot,ka wy =0 un w, =-w; dabi
gA A
w, =2,5'(ET) un w, =3,5(—q51—)

§1.5. Platnes izlieces

Bez izveduma pierakstam parcialo atvasinajumu operatorus divu
mainigo funkcijai w = w(x, y) [6...9]

13



(@) JHimw (ow) w—w,
ox ), 28 7 &y ), 2A

azwj zw3—2wo+w1_ [sz] zw4—2w0+w2_
0 0

8x2 A2 ? ayZ Az N
0w 1T We “Wa T W5 (1.27)
xdy ), 4A° ’
84w] <P —4w, + 6wy — 4w, +w,, [84w) Wy = 4wy 6w, — 4w+,
4 . ~ :
a.y 0 A4 ax4 0 A4
3w j N (w5 +w, +w, +w8)i2(w1 +w, +w, +W4)+4Wo
242 |
ox"oy” ), A

Apskatamais apgabals un to mezglu numeréacija ap punktu 0 doti
zim&juma 1.9.

Operatorus un tiklu ar mezgliem izmantosim platgu lieces
aprékinam. Sofijas-Zerménas platnes lieces
vienadojumu 641:) +2 624w2 + 84? = 9(x.y)

Ox ox“oy° Oy D
diferencu forma:

[1] pierakstam galigo

o'w o'w  o'w
ax4 +2ax2ay2 * a'y‘%

1
zZ;{wl — 4w, + 6w, — 4w, +w, +w,, — 4w, +6w, — 4w, +w,, +

+2[w; + W +wy +wp = 2w, +w, +wy +w, )+ 4w, =
VienkarSojot punktam 0 dabi

4
20w, —8(w1 +w, + W, +w4)+ 2(w5 + W + W, +w8)+(w9 + Wy, + W, +w12): q‘ﬁ (1.28)

o le

kur gy - spiediens 0 punkta.
Piemérs 5 [8]. Kvadrata formas platnes liece ar iespilétam malam

un vienmeérigu Skérrslodzi g = g, . Platne ar tiklu un mezglu punktiem
paradita zim.1.10.

Sastadot vienadojumus jaievéro simetrija pret asim x, y un pret
diagonali. RobeZnosacijumi uz malam x=i% un y=i% ir w=0,

ow/éx =0, dwldy=0. Kontiira mezglos izlieces ir nulles, bet izlieces
pirms un pé&c kontlira punktos vienadas, simetriskas.

Platnes lauks sadalits tikla ar soli A=a/8. Simetrijas dé] izlieces
jaaprékina desmit mezglos: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, kas atziméti ar apliSiem.
NepiecieSams sastadit desmit (28) tipa vienadojumus. Koeficientu
vertibas mezglu punktos ap centralo mezglu shématiski paraditas zim.11.
Izmantojot 1.11.zZim&juma shému, var sastadit lidzsvara vienadojumus
galigo diferencu forma punktiem 1...10, skat.1.10.zim.

14
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Mezglam 1 iegiisim:

‘Ioaz

4096D

20w, - 8(w, + W, + W, +w, )+ 2(w3 +wy +w, + w3)+(w4 W, W, +w, )=
Analogi mezglam 2 iegfistam:

g,4°
4096D
Sastadot lidzigi vienadojumus paréjiem mezgliem, ieglistam 10
vienaddojumu sistému, kura matricu forma bis $ada:

20w, —8(w, +W,, + W, +w4)+2(w2 +W, + Wy + W, )=

R =Rq (1.29)
kur
(20 -32 8 4 0 0 0 0 0 0
-8 25 16 -8 4 0 1 0 o0 0
2 -16 22 4 -16 2 0 2 0 0
1 -8 4 20 -16 2 -8 4 0 0
R0 3 -8 -8 23 -8 2 -8 3 g

0 0 -14 2 0 20 0 4 -16 2
0 1 0 -8 4 0 21 -16 2 0
0 0 1 -8 2 -8 22 -8 1
6 0 0 o0 3 -8 1 -8 23 -g
L0 0 0 0 0 2 0 2 -16 22|

[w, (qu‘l

W, 4096

W3 '

Ws

e 4 R, =24 r

W D

Wy

Wy

Wy

Mo S

Atrisinot 10 vienadojumu sistému dabi izlieces 1...10 punktos
dalas no g,a*/D

w;=0,0008412 w;=0,0007634 ws3=0,0006767
ws=0,0004870 ws=0,0004933 ws= 0,0005118
w7=0,0001499 wg= 0,0001609 wy = 0,0001705

wie= 0,0000517

17



Rezultati ~ 70% zemdki neka precizie. Precizaku rezultitu
ieglianai nepiecieSams sikaks tikls ar vairak mezgliem.

§1.6. Kollokaciju metode

Saskapa ar kollokaciju metodi izvélatai aproksimacijas funkcijai
uzdevuma vienadojums jaapmierina patvaligos galiga skaita punktos
(kollokacijas punktos) un jaizpildas robeZnosacijumiem. Metodes biitibu
noskaidrosim atrisinot pieméru.

Piemérs 6 [7]. Ar kollokécijas metodi noteiksim sijas (zIm.1.12)
izlieces elastigo Iiniju. Kollokacijas punktus izvélésimies vienados
attalumos A =1/4. Uzdevuma lieces diferencialvienadojums $ads:

Ew"(x)=g (1.30)

RobeznosacTjumi iespilétam galam un nekustigai lociklai §adi:
Pie x=0 w=w=0 (1.31)
Pie x=] w=w'=0 (1.32)

Elastigo Iiniju pienemam pakapju rindas veida:

w(x) = gak ij (1.33)

Izteiksme (1.33) vpatvaligu aq, gadijuma neapmierina ne
diferencialvienadojumu (1 :30), nedz arl robeZnosacijumus (1.3 1) un
(1.32). Tapéc jaapmierina 4 robeZnosacijumi un vienadojums (1.30) trijos
kollokacijas punktos 1,2,3, tapéc rinda (33) japatur 7 patvaligi locekli, t.i.

2 3 4 5 6
w(x)=a0+a1§+a2(§) +a3(§) +a4(§J +a5(§j +a6(—)l£} (1.34)

levietojot (34) robeznosacijumus (1.3 1) un (1.32) daba
a,=0; a,=0
dy +a, +a,+a; +a, +a, +a, =0 (1.35)
2a,+6a, +12a, +20a, +30a, = 0

Ievietojot rindu (1.34) vienadojuma kreisa puse dabil:
x2 B 614

X
24a, +120a. % 1+ 3604, X =
G T iebas 74300 ="

(1.36)

Pieprasam, lai slodze 7 sakariba (1.36) saskanétu ar doto g
kollokacijas punktos =£; x2=—é-; xB% (zim.12).

Iegtistam bez sistémas (1.35) etriem vienadojumiem vél tris:

18



gl
24a, +30a, +22,5a, = -

4
24a, + 60a, +90a, = % > (137)

gl
24a, +90a, +202,5a, = =

4

Risinot sistémas (1.35) un (1.37) kopa, iegist:
g . __ gt gl

@6ery 7 (@sE) “ " R4ED)

a,=0; a =0 a, = a;=a, =0

Ievérojot atrastos koeficientus @, un ievietojot tos (34) dabi:
4 2 3 4
w(x):i[i(i) _i(i] +z4[i) J (1.38)
EIj16\1 48\ 1 l

Formula (38) ir precizs atrisindjums, jo tapatigi apmierina (1.30) un
robeznosacijumus (1.31); (1.32). Metodes trikums tas, ka kollokaciju
punktus var izvélgties patvaligi un rezultati bis ar daZadu precizitati.

19



§1.7 Sijas sienipas spriegumstivokla aprékins
ar GDM (plakanais uzdevums)

Plakana uzdevuma risina$ana spriegumu  noteikSanai defing
sprieguma funkciju o [8, 9, 10, 11]:

- = 62(0(9;,3/); o = 62¢(J§,y); ,z_%y_) (1.38)
8y Y o oxdy

Spriegumu aprékins tagad noved pie elastibas teorijas deformaciju
nepartrauktibas vienadojuma atrisina$anas biharmoniska vienadojuma
forma

Vivip = 54‘2£’j’y)+26;;(;§)+a4¢;£’j’y)=o (1.39)

Atrodot ¢(x,y) funkcijas, saskana ar (1.38) aprékina spriegumus.
Vienadojuma (1.39) kreisa puse vienlidziga ar Sofijas Zerménas platpu
lieces vienddojuma kreiso pusi, bet laba puse vienada ar nulli. Tatad
vienadojuma atrisina$anai ar GDM var izmantot izteiksmi (1.28), kur
¢ =w, bet labo pusi pielidzinot nullei.

Apskatam konkrétu pieméru: vienibas biezuma platne augstas
sienipas veida (sija — sienipa) slogota ar vienmérigi izkliedstu slodzi q
(zim.1.13).

Balsta reakcijas pieliktas apaksgjos stiira punktos. Tikls 5Ax4A un
punktu numeracija paradita zim.1.13 (ieverota simetrija pret 0 -0).

Sastadisim operatorus divu argumentu funkcijas ¢(x,y) parcialo
atvasinajumu aprékinam (zim.1 14),

Izteiksmi ¢ = p(x,y) var traktét ka virsmu ar ordinatam o(x,y) virs
plaknes xy. Vertikalie §is virsmas Sk€lumi, paraléli x vai y, ir plaknes
liknes, kuru atvasinajumi, piem., punktam k §adi:

(ijf) Z(oa"zA(Dzk"'Wc; (azip) _¢d‘2€k+¢b (1.40)

k % k A
Atbilsto$as operatoru shémas dotas zim.1.14. Summéjot (1.40),
2 2

dabfijam Laplasa operatora Vv’ =a—+a— izteiksmi galigo diferendu
P p PPy galig

2

veida:

2 2 _
(v2), = 9 ¢ 0 O _Lat® +¢>c2+¢d 40, (1.41)
o’ oyt ) A
operatora krustveida shéma dota zim.1.14.
Pielietojot Laplasa operatoru (1 .41) divas reizes dabii biharmonisko
4 4 4
operatoru V*V? = ;4 +25x?8y2 + ;4 :

+z,+z,+z,-4
(Vzvqu)k:VZ(z)k:Z” Zy ZACz Z4 Zk’
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Zim.1.13.
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kur z, =(V2)i, j=a b c d k

Sie punkti (a, b, c, d, k) japarklaj ar harmonisko operatoru ,,krusts”,
lai dabtitu mekléjamo formulu saskaitamos, kas izteiktas ar ordinatém Q.
Péc lidzigo locek]u saskaitiSanas dabii:

(V2V2¢)k =
- 2O¢7k —8(¢a +¢b +¢c +¢d)+2(¢e +¢f +¢g +¢h)+(¢l +¢m +¢n +g0i) (1'42)
A4
Biharmoniska operatora shéma dota 1.15 zim. Salidzini ar formulu
(1.28).
Otra punkta atvasinajums dabiijams péc shémas:

&
(gzi) __a{ggj _ ), \&), _o-0+9,-0,
oy ), ox\dy) 2A - 42
Attiecigais operators paradits 1.16.zim.

Katram platnes tikla iek$&am mezglam, saskapa ar operatoru 1.15.
sastddam biharmoniska vienddojuma galigo diferendu vienadojumu

(V*v?) =0, j=12,.N, (1.44)

kur N — tikla iek$&jo mezglu skaits.

Vienadibas (1.44) veido linedru algebrisku vienadojumu sistému
pret mezglu ordinatém ¢y. Tam vél japievieno robeznosacijumi.

Ja uz platnes kontlira dota slodze, tad robeZnosacijumi var tikt
formuléti izmantojot t.s. ramja analogiju [8, 9, 10, 11]:

0
0, =M, [a—“’j =N, (1.45)
n J

Funkciju @y vértibas uz platnes kontiira tiek aprékinatas ka lieces
momentu My ordinatas nosacita rami, kura stiepu apveids saskan ar
platnes kontfiru. Otrs (1.45) nosacijums, kas formulé ¢ atvasindjumu n
normales virziena pret kontliru, Jauj izteikt aiz kontira ¢ vértibas caur
iek3€jo punktu ordinatam.

Atzimésim, ka M un N aprékina$anai ramja $k&lumos var izmantot
jebkuru statiski noteicamu un geometriski nemainigu rami.

Réami var Skelt vai ievietot taja lociklas jebkura $keluma, bet tam
jalidzsvaro dota slodze.

Ja momenta epiras atliktas no stieptas zonas atrodas platnes kontiira
iekSpusg, tad ¢, =M, >0 un otradi. Ja stiepes ass speks piegemts par
pozitivu, tad (6¢/6n)= N, >0 un attiecigi otradi.

(1.43)
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Apskatisim kontira punkta k (zim.1.17), ¢r vertibu $aja punkta
lidzinas lieces momentam.

Biharmonisko operatoru (zim1.15) parklasim iekS&jam punktam A,
kura ietilps aizkontfira punkts B. Ordinatu ¢p atradisim no pirmas
atvasinatas operatora un (1.45):

(aﬁ) i N,
on ), 2A
no kurienes
Pz =@, +2N, A (1.46)

Rezultatd uzklajot biharmonisko operatoru iekSgjiem mezgliem,
ieglisim algebrisku vienadojumu sistému, kuras nezinimie biis ieksgjo
mezglu ¢ veértibas. Péc tam atrodam spriegumus visos mezglos

2 2 2
ax=a—go; O'y=a—?; o (1.47)
O Ox Ox0y

Atbilstosie operatori spriegumu aprékinaganai saskapa ar zim.1.14
un 1.16 doti zim.1.18.

Zimejuma 1.19 paradits statiski noteicams ramis, kura apveids
sakrit ar uzdevuma dotas platnes kontiiru, kas slogots ar doto slodzi g un

balsta reakcijam P=—§—qA, ka arl atbilsto$ds momentu M un normala

speka N epiras. Saskana ar (1.45) kontiira punktiem biis

0 =3qA% @y =2gN; @y =...=g, =0 (@)

Izmantojot (1.46) dabi ¢ izteiksmi aizkontiira punktiem

Pr=05 Pp =0, Op=0,~5¢A"; @ =p, 5N (b)

Ps = P55 Py =03 Qg =@ —5gA

Parklajot biharmonisko operatoru (zim.1.15) iekSgjiem punktiem
1... 6 dabii algebrisku vienddojumu sistému. Pieméram punkatm1

209, —8(¢4 2R +¢’2)+2(¢8 o, + o, +¢6)+¢r OO+ =0

Ieverojot robeznosacijumus (a) un (b) biis

3¢, =60, + 0, =70, +2¢, =14gA’

Sastadot vienadojumus visiem iek3gjiem punktiem 1... 6 dabd
vienadojumu sistému

Ap=Dh, (c)
kur
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Zim.1.17
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Zim.1.18.
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A=
-7 2 0 22 -8 1
2 -7 2 -8 21 -8
0 2 -7 1 -8 22
i - - (d)
o, 14
0, -3
— ¢3 7 0 2
= b = A
“Zlo, 15 |7
Ds 3
| P | |15

Vienadojuma (c) kopa ar (a) un (b) atrisindjums paradits zim.(1.20)
skaitlu veidd mezglu punktos.

Aprekinasim spriegumus 1iniju I — [ un IT — II mezglos (zim 1.21 un
1.13). Izmantojot operatorus (zim. 1.18) dabi spriegumus

) gA’
o) =(2,675-2-3+ 2,675)—AT =-0,65¢

2
a§7)=(2—2-3+3)l§—=—q

2
7 = (1,849 + 2,675 - 1,849 — 2,675)% =0
Rezultati paraditi zim. 1.21 un 1.22, kur tie salidzinati ar materizlu

pretestibas formulu izskaitlojumiem.
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§1.8. Dinamikas uzdevumu risini$ana ar GDM

Sastadisim pastavigu stinguma EI un ar pastavigu pa (sijas) garumu
sadalitas masas m (m — garuma vienibas masa) sijas izlieces funkciju
w=w(x,t) Skérssvarstibu laika (zim.1.23). Ja uz siju iedarbojas izkliedsta
bezmasas slodze g = g(x,¢), tad ieverojot inerces spekus (masa reizinata ar

paatrinajumu I=-m-v) uz sijas garuma vienibu kustibas laika summara
ar€jas slodzes intensitate biis

pP=q-mp (1.39)
o ee e 4. e . . B
kur - sijas izlieces paatrindjums = AR
Divreiz diferencgjot péc x sijas liekuma izteiksmi
” M . o’w
w=-— jeb El-—=-M (1.40)
EJ x
ieglistam
o'w o’M
N
Pastaviga Skérsgriezuma sijai péc parveidojumiem dabi
o'w 8w
EI +m = g(x,1 1.41

So vienadojumu plasi lieto daudzu sijas dinamikas uzdevumu risinasanai.
Atrasto vienadojumu (1.41) izmantosim pastaviga Skérsgriezuma sijas
brivo svarstibu (pa$svarstibu) frekvences aprékinaSanai.

Svarstibas sauc par brivam, ja tas izsauc tikai sikuma impulss. Saja
gadijuma uz siju iedarbosies divi speki — inerces speki I(x,t)= —mii(x,1),
kas proporcionili masai un tas paatrindjumam, un elastibas speki.

Pastaviga Skérsgriezuma sijai EI = const ar€jais spéks passvarstibu
gadijuma biis tikai inerces spéks

q(x,1)= 1(x,t) = —mii(x, 1) (1.42)

Atdalot mainigos, atrisindjumu mekl€jam harmonisko svarstibu
klasg ar frekvenci o (Furjé metode); svarstibas sauc par harmoniskam, ja
kustibu apraksta trigonometriskas funkcijas. Mainigo atdali$ana nozimé,
ka atrisinajumu meklé ki divu viena argumenta funkciju reizindjumu, t.i.
w(x,t)= f(x)-sin(wr + p) jeb w= f(x)-T(), kur 7() = sin(wr + ), un kur £(x)
- amplitida, kas nosaka svarstibu formu, ir tikai garenvirziena
koordinates x funkcija un nav laika t funkcija, © - paSsvarstibu cikliska
frekvence, ¢ - sakuma faze.

Tatad atrisinajumu mekl&jam forma
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y(x.t)= f(x)-sin(wr + @) (1.43)
Ievietojot (1.43) izteiksmé (1.41) dabii parasto
diferencialvienadojumu

v ___"ﬁ -
7 === fx)=0, (1.44)

kas izsaka sijas lidzsvara maksimalas amplitidas stavokli, kad
-sin(wt + @) =1.

Sadalot siju vienada garuma A posmos, un izmantojot centralo
diferen¢u izteiksmes (1.21), (1.22), (1.23) un (1.24) (skat.zim.1.7)

, 1
fi= gt 1) (1.21)
|
f;' =E(~f;'—l _2fi +fi+1) (1-22)
1
fimz Z—A?(— fi-z +2fi-1 _2ﬁ+1 +fi+2)= 0 (1-23)
1
fiV] = ZI(fi-Z "4fi-1 +6fi +4fi+1 +fi+z)= 0 (1'24)
vienadojums (1.44) saskana ar (1.24) biis
2
fra =4Sy +6f, ~4f + fu,~®f =0, kur ®= m}; A
jeb |
Jia =4S +(6_5E)fi —4fia+ =0 (1-45)

Talak risindSanas metodiku aplikojam aprékinot konsolsijas
(zim.1.24) paSsvarstibu frekvenci ®. Sadalam siju divos posmos
(zim.1.25)

Sastadam vienadojumus (1.45) punktiem 1 un 2

i=1 fi,+6(-=)f-45+f =0

i=2 -Af, +(6—w)f;‘+2 —4f3+ fia =0
Redzam, ka sastadot sistému (1.46) janem véra vienu vai divus aiz sijas
kontiira esoSus punktus (zim.1.15), t.i., fiktivos punktus.

Nezinamo parvietojumu noteik$anai jaiizmanto arl robeZnosacijumi

»0)=0, y(©)=0, »y'()=0, y"()=0

Pirmais robeZnosacijums apmierinds. Pargjie izmantojot izteiksmes
(1.21), (1.22), un (1.23) dod $adas izteiksmes:

~fatfa =0 fa-2f+ =0 2f,=2f+ [, =0 (1.47)
Esam ieguvusi piecu algebrisku vienadojumu (1.46) un (1.47) sistému ar
nezindmam  ordindtAm  f,,f,,, fis>fussSrs-  Sistéma  viendabiga.

(1.46)

PaSsvarstibu frekvences o noteikSanas nosacijums D = 0 noved pie
vienadojuma:

&’ -8x+4=0.
Vienadojuma saknes; &, =0,53590, &, = 7,464 1.
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Sis saknes atbilst pirmai un otrai palsvarstibu frekvencei. Saskapa
ar 9=ri/= atrodam parametrus 9, =1,7112 un 9,=33058, kur n —
skaitlis, kas rada cik da]as sija sadalita.

Zinot parametru 9 vértibas, atrodam paSsvarstibu frekvences

& [EI % |EI
SRR I O

o noteik$ana k|iida 8,7 %, w, — 29,6 %.

Dalot siju tris dalas ieglistam precizakus rezultatus [6].

Noturibas uzdevumu risind$anas metodika izmantojot GDM
iztirzata macibu gramata [2].
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2.nodaja. BUVKONSTRUKCIJU APREKINU
ENERGETISKAS METODES

§2.1. Pamatjédzieni un principi

Deformegjamas sistémas (biivkonstrukcijas) lidzsvars vai kustiba
var tikt aprakstitas un izpétitas ka ar atbilstogo diferencidlvienadojumu
sistému palidzibu (piem., elastibas teorijas lidzsvara, geometriskie un
fizikalie vienadojumi, kas satur 15 nezinamos), ta arl izmantojot
energetiskos principus, kuros ietilpst tadi jedzieni, k& virtudlais darbs,
deformécijas energija, potenciala energija, papildus energija [1...18] u.c.
Pieméram, konservativas sistémas lidzsvara gadjuma potenciala energija
ir minimala. Tada veida diferencialvienddojumu sistémas risina$anas
vietd konstrukcijas lidzsvara problému var risinat meklgjot funkciju, kas
nodrosina kada funkcionala (piem., potencialas energijas) minimumu. Si
minimuma noteik8anai izmanto t.s. tieSas variaciju metodes. Variaciju
metodes lauj ieglit aptuvenus risindjumus uzdevumiem, kurus precizi
atrisindt nav iesp&jams. Turpmak apskatisim tikai lineari - elastigus
materialus.

§2.2. Deforméjama kermena energijas funkcionals

InZenierpraksé sastopami ne tikai uzdevumi, kuros jaatrod kadas
funkcijas y = f{x) ekstréms, bet ari tadi, kuros jaatrod tada mainiga IT
ekstréms, kas atkarigs no vienas vai vairakam funkcijam y;(x). Tadus
mainigos II, kas atkarigi no funkcijas izvéles, sauc par funkcionzliem.

- . : - EL'{ d*wY’
leméram, sjas lieces potencidlds energijas == dsz dx
]
vertiba ir atkariga no izlieces funkcijas veida w = w(x), tapéc U ir
funkcionals.

Matematikas nozarg - variaciju rékinos - izzina nosacijumus, pie
kuriem funkcionals ieglist ekstremalas vértibas, t.i. pie bezgaligi mazam
funkciju -argumentu izmainam neizmaina funkcionala vértibu.

Pilna elastiga deform&ama kermena energija sastav no kermena
deformacijas potencialds energijas U - uzkratas iekiéjas energijas un
arspeka energijas - 4:

I=U+4 (2.1)

Apskatisim pieméru funkcionila sastidiSanai. Sastadisim pilno
sijas energijas izteiksmi (zim.2.1). Iek3&ja energija U, tilpuma vieniba

bis U, = %ngx = %Eeﬁ Izmantojot plakana $kéluma hipotézi & =-w"z

X

un U, = %E(w”)2 z*, kur z — attalums no neitralas ass lidz Skiedrai.
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Integréjot pa sijas tilpumu
1 0 s 1 2
U= ||I-E dxdydz = |=EI_(w") dx
fyﬁz (w")’ 2* dxcydz sz L")
Slodzes potencialu atrod §adi:
!
A=- J. qwdx
0
Pilnas energijas potencials

! i
H=U+A=%.|‘Elx(w”)2dx—jqwdx [1]
0 0

Salidzinot funkcionali ar funkciju, pirmais ir atkarigs no funkcijas
w(x)veida, otrais no argumenta x. Mainot funkcijas veidu w(x), t.i., to
varigjot &w(x)~w(x)-w,(x), kur simbolu & sauc par variaciju, izmainas
funkcionala skaitliska vértiba. Izlieces funkcijas variacija jeb virtualais
parvietojums paradits zim.2.1. funkcijas variacija ir funkcijas veida
izmaina un lidz ar to izmainas ari funkcionala vértiba, kura lineras dalas
pieaugums jeb variacija ir 811.

Funkcijas ekstréma atra§anai més mekl&jam tadu argumenta x
vértibu, pie kuras funkcija w(x)iegiist maksimumu vai minimumu
(ekstrému).

Varidciju uzdevumos jaatrod tada funkcija w(x), pie kuras
funkcionals [T(w(x)) ieglist ekstrému vértibu.

Funkciondla ekstrémas vértibas atrafana daudzgjada zina analoga
funkcijas ekstréma atraSanai. Tapat ki diferencialrékinos pieaugot
funkcijas argumentam par Ax~dx funkcijas diferencials dw ir funkcijas
pieauguma lineara dala, ari variaciju rekinos funkcionala variacija 8IT. Ir
funkcionala pieauguma lineara dala attieciba pret funkcijas variaciju dw
(zim.a).

Ja funkcija w(x) sasniedz ekstrému (piem. sijas izliece), tad tas
diferencialis dw = 0. Analogi variaciju uzdevumos més dodam pieaugumu
vai variaciju éw(x)~ w(x) - w, (x) mekl&jamai funkcijai w(x). Ja funkcionals
sasniedz ekstrémumu pie funkcijas w(x)=w,(x), tad ti variacija
(pieauguma lineadra dala) lidzinas nullei 811=0.

Misu uzdevumad funkcijas varidcija éw(x) ir virtualais
parvietojums, ti., bezgalmazs iedomats parvietojums. Virtuilo
parvietojumu, at8kiriba no patiesd maza parvietojuma dw, apzimé ar éw,
td darbibam pienemtas tds paSas kartulas, kas piepemtas operatoram
diferencidlam d.

36



d—

r
L
3

Zim.a

37

Nl
r\
o

N
AN
oY

1t - et Ml VUi & C«./ a

!

i - Cﬂf A G ;67-.\(/'-./' 'A

{



§2.3. Lagranza pilnas potencialas energijas stacionaritates princips

LagranZa princips seko no virtualo parvietojumu principa: ja
deform&jams kermenis atrodas lidzsvara, tad ar&jo speku virtudlais darbs
vienads ar iek$§jo speku-spriegumu-virtualo darbu visos kinematiski
pielaujamos parvietojumos un deformacijas.

W@ = s ® jeb W=D —sw@ =0 (2.2)
kur 6w = [p,ou,dd+ [ fou,dv
4 14

W = [o,68,dv
14

kur talak p; — virsmas spéki (spriegumi uz virsmas; f; — tilpuma speki
Virtualais parvietojums Ju; un deformacija 7g; ir iedomats
parvietojums, kas tiek patvaligi piepemts, bet tam jabut fiziski
iespéjamam, konstrukcijas formas izmainai jabiit saskanotai ar balstiem,
to veidu un jaievéro konstrukcijas nepartrauktiba. Darbu, ko veic faktiskie
speki un spriegumi uz virtuiliem parvietojumiem un atbilstoSam
deformacijam sauc par virtudlo darbu: oW @- argjo spéku virtuzlais
darbs, W ‘- iekS§&jo speku (spriegumu) virtualais darbs.
Piln3 sistémas potenciala energija
M=% +1° (2.3)
kur 119 = _[Z7dV, 17(5,.].)=la g, - ir kermeni iek$&a uzkrata pilna
b 2

§y

atgriezeniska (elastigd) deformacijas energija.
ne =- 'fpiu,.dA - '[ fu,dV -aréjo spéka potenciala energija (potencials).
4, v

Atzimesim, ka Seit ievestd izteiksme neatbilst ar&jo speku darbam
parejd no nenoslogota stavokla beigu stavokli [11].

Saskapa ar (2.2) ieglistam

=0 jeb II=Extm.
5. nozimé, ka varié parvietojumus un atbilsto$as deformacijas, bet spekus
un spriegumus nevarié. Pilnds potencialas energijas stacionaritates
principu formulé $adi: starp visiem pielaujamiem parvietojumiem, kas
apmierina dotos robeZnosacfjumus, patiesie ir tie, kuriem atbilst pilnas
potencidlds energijas staciondra vertiba un kuri Iidz ar to apmierina
lidzsvara nosacijumus (ir lidzsvara).

Saskand ar LeZena-Dirihlé teorému pie nosacijumad,Il=0-
lidzsvars stabils, ja §2T1>0,
ja S8MI<0 - lidzsvars nestabils
ja &MI=0 -  lidzsvars indiferents.

LagranZa princips ekvivalents lidzsvara vienadojumiem kerment un
uz ta robezvirsmam. Izvéloties parvietojumu vai deformaciju funkcijas
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jaievéro  deformaciju  nepartrauktibas nosacljumu kermeni un
geometriskie robeZnosacijumi uz kermena virsmas.

§2.4. Kastiljano papildus energijas stacionaritates princips

Ta viet, lai no Iidzsvara stavokla varictu parvietojumus, var variét
spriegumus. Tilpuma speki katra kermepa punkta fiksgti, tapéc to
varidcija lidzinas nullei. Virsmas speki p, virsmas dala S, fikséti un ari
nav vari€jami, bet kermena virsmas dala S, doti parvietojumi u; un Zeit
reaktiva virsmas slodze p, nav zindma un to var variat Opy (zim.2.3.a un
2.3.b).

Apskatam divus kermena spriegumstavok]us:

1. patieso spriegumstavokli o, ko izraisa laukuma da]a S, dota slodze p,
un parvietojumi w; . Spriegumstavoklis apmierina lidzsvara
nosacijumus, tamdg] tas statiski iesp&jams.

2. visus iesp€jamos variétos virtualos spriegumstavokjus o, +60;, kas
apmierina lidzsvara nosacljumus visos kermena punktos un
robeZnosacijumus kermena virsmas Sqdalaunuz Sy, kur p, +p,.

Abi spriegumstavok]i ir statiski iespgjami. So spriegumstavok]u

starpiba veido lidzsvarotu speku sistému, sastdvosu no variacijam 6o, un
&, , kas ir Iidzsvara un tapéc statiski iesp&jama.

Saskapa ar LagranZa virtuilo parvietojumu principu, $o spéku
varidciju darbs uz jebkuru kermena virtualo parvietojumu lidzinas nullei.

Par virtudliem parvietojumiem piepemam patiesos parvietojumus u; un
deformacijas ;. Rezultata dabiisim speku 6o, undg, darbu uz patiesiem
parvietojumiem

S,4=~[¢,60,dV + [udp,ds,=0 jeb 6,11 =6(U -4 )=0, kas ir

14 Sy
deformaciju nepartrauktibas nosacijums [8, 10, 11], kur
o, U = .f £;00,dV - papildus deformaciju energijas variacija
14

S, 4" = _[u,.ébudSu- speku p, potencidla varidcija uz laukuma S,
S,

(arspeku papildus darbs).

8, IT" papildus energijas variacija.

Beidzamais vienadojums izsaka Kastiljano principu: patiesie
spriegumi  o,, kas apmierina ari deformaciju nepartrauktibas
nosacijumus, pieskir papildus energijai stacionaru vértibu:

8,IT =011 = EKSTR.

Kasti]jano princips no visiem statiski iesp&jamiem sprieguma
stavokliem (kas apmierina lidzsvara nosacijumus), izvélas tadu, kas
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nodrosina ne tikai 1idzsvaru, bet ari deforméciju nepartrauktibu [8, 10,
11] un tada veida més nondkam pie atrisindjuma unitates.

Kastiljano princips seko no virtualo spriegumstavok]u izmaigas
principa. Ja @réjo speku virtulais pilnais papildus darbs vienads ar
deformaciju iek§gjo papildus virtudlo darbu visam statiski pielaujamam
speku un spriegumu sistémam, tad deforméjama kermena parvietojumi un

deformacijas apmierina nepartrauktibas nosacijumus un
robeznosacijumus, t.i.:

W* =W @ —sw® =0 vai W =sw? (2.4)
kur

W = [uepdd+ [uefav, ow= [e,60,av
4, 7 v
&,;8,;00, - virsmas, tilpuma speku un spriegumu variacijas.
Papildus energijas stacionaritates princips tiek formuléts sadi
S I"=0 vai TI"=EKSTR. (2.5)
&, - norada uz to, ka varié tikai spriegumus un spekus.
II° =I1"0 + 1@

kur I1'® = IU‘dV - papildus iek3gjas energijas potencidls, kur
14

(7‘(0'1‘1): %o-ljgij

e =- .[ui p,dA— _fu,. f.dV -papildus argjo spgku energijas potencials.
A, v

Biezi I1"@ izteiksmes otro locekli var neievérot, jo parasti f; ir
nemainigs lielums.

Papildus energijas stacionaritates principu var formulet $adi: no
visiem statiski pielaujamiem spekiem un spriegumiem, kas apmierina
lidzsvara vienddojumus, istie speki un spriegumi, kas apmierina arl
patieso deforméto stavokli, pieSkir summdrai papildus potencialai
energijai stacionaru vértibu.

Stabila lidzsvara gadijuma II° vertiba ir minimala.

Isak to var formulét §adi:

No visiem spriegumu stdvokliem, kas apmierina lidzsvara
vienadojumus, pietickams ir tas, kam papildus potenciala energija ir
minimala.

Terminu ‘"papildus darbs" viegli izprast, ja aplikojam
2.2.7Zim&jumu. Nelinedras sakaribas gadijuma starp P unu

W= [Pdu, W= [udP

Tatad W* —Pu—W ir laukums, kas laukumu W papildina lidz
taisnstlrim.
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Zim.2.3 Ipatn&ja deformacijas potenciala energija un papildus

deformacijas energija Uls)= [ode, U'(0)= [edo, Ule)+T (0)=0,e,
0 - 0

= OJ'YVJT

I'V\;

P !‘.T PTT \

1

1 | ¥ .

l/Cl7 (( (/e
' ’ [/
/‘% /
|
'

Zim.2.4
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Risinot uzdevumu izmantojot Kastiljano principu, jaievéro, ka
izveletai spriegumu un to variaciju éo,,60,,..67,, funkcijam jaievéro
lidzsvara nosacTjumi kermenf un statiskie robeznosacijumi uz virsmas.

Atzimésim, ka lineari elastigiem materialiem, kas seko Huka
likumam, spriegumu elastigais potencidls T (¢) un papildus ipatngja
deformacijas energija (deformacijas potencials) U*(o) ir vienadi un ir
speka Klapeirona formula:

7 e 1 1

U=U"= EEgk,gy.gk, = —2-0’1-1-6‘
ka ari izpildas sakariba, kas ir patiesa arT nelineari elastigiem materialiem
(zZim.2.3)

Ule)+T"(0)=0,¢,

i3

Zim&juma 2.3 redzam, ka Ule)= _[adg un attiecigi U"(o)= J'eda,
0 0
Sie lielumi summa dod taisnstiiri ar laukumu o -¢.

Speciala elastigi-linedra materidla gadijuma, kad aréjie speki p;
uz kermena virsmas ir nemainigi un to variacija dp, =0 un ja ari tilpuma
spéku variacijadf, =0, ka arf ja nav uzdoti kermepa parvietojumi, tad
arspeka papildus potencialas energijas pieaugums (variacija) ir nulle
M@ =0. Saja gadijuma tiek varigti tikai spriegumi (vai ieksgjas
piepliles) un no iepriek3&ja seko deformacijas papildus energijas
minimuma nosacijums:

A" =1’ =5U" =0,
kur U* - deformacijas papildus energija.

Lineari elastiga kermena gadijuma

SU"=86U=0, (2.6)
kur U - deformacijas energija.

Vienlidziba (2.6) nosaka, ka patieso spriegumu (iek3&jo piepi]u)
gadijuma elastigi-linearas sistémas deformacijas potenciala energija ir
stacionara-stabila lidzsvara gadijuma - minimala.

Ieksgjo speku energija U skaitliski ir vienada ar ar&jo speku darbu,
kas nepiecie§ams kermena deformésanai. S7iemesla d€] nosacfjumu (2.6)
sauc par minimala darba principu.

Apréekinot statiski nenoteicamo sistému, liekos nezinamos X1y Xoyere
Xn jaievero, ka saskapd ar papildus energijas minimuma principu, ja
parvietojumi lieko nezinamo virzienos lidzinds nullei, tad stabila
lidzsvara esoSai konstrukcijai liekiem nezinimiem ir tadas vertibas, pie
kurdm papildus energija ir minimala, papildus energiju izsaka ka lieko
nezindmo funkciju un tie k]ist par varigjamiem lielumiem.

Piemé&ram: vienreiz (1x) statiski nenoteicamas elastigas sijas
deformacijas energija (ievérojot tikai lieces momentus) biis
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U'=U-=

L M32ds
I Er °

N =

0
kur M=M,+ M x,

X, — liekais nezinamais.

Saja izteiksmé vienigais vari€jamais lielums ir X;.
Ka pieméru spriegumu variaciju principa pielietojumam apskatam stiepti
— spiestu stieni (zim.a) Stienis slogots ar izklied&tu slodzi p(x) un doti ta
galu pastiprinajumu parvietojumi u(0) un u(/). Ass spéks sk&luma x
aprékinams izmantojot lidzsvara nosacijumu:

N(x)=N(0)- ]pdx

Reakciju Ny un N, aprékinam mums ir viens vienadojums
R,+N,+N, =0,

kur R, =—i[pdx
0

Redzam, ka uzdevums ir statiski nenoteicams un pastav bezgaligi
daudz iek3&jo piepiiju funkcijas N(x) un reakciju vértibas N, un N, kas
apmierina lidzsvara vienadojumus. Katra funkcija un reakcijas no §is
kopas ir statiski iespgjama.

Viennozimigu atrisindjumu dod Kastiljano spriegumu variacijas
princips, kas nodrogina arf deformaciju nepartrauktibas nosacijumus. To
var pieradit (skat. specidlo literatiiru).

Pienemsim, ka patiesas piepiiju N(x) un spriegumu o(x) funkcijas
pieaugudas par bezgala mazam virtualam to variacijam &N(x) un do(x).
Summarie lielumi N+&V un o +é0 ari ir statiski iesp€jami. Par cik visa
aréja slodze p(x) tiek lidzsvarota ar reakcijam Ny un N, un spriegumiem o,
papildus virtualiem spekiem &V un so jabiit paslidzsvarotiem, jo ¢ =0.

Par cik ar&jo virsmas speku &V, un 6N, un ieksgjo spéku 1-6o ir
lidzsvard, tad saskapa ar virtulo parvietojumu principu to darbs &4 uz
jebkuru virtualo parvietojumu bis nulle:

5,4=0
Simbolu §sauc par variaciju, td darbibas tadas paSas ka operatora -
diferenciala —d..

Par deform&jamas sistémas virtualiem parvietojumiem un
deformacijam var piepemt jebkurus mazus parvietojumus un tiem
proporcionalas deformacijas, kas nodrogina kermena nepartrauktibu un
pastavigu saskarsmi ar balstu nostiprinajumiem. Ja kermepa deformacijas
nodroSina parvietojumu u(x) nepartrauktibu un tiem proporciondlo
deforméciju e(x) savietojamibu, tad &is funkcijas var piepemt par
virtualdm un ir jaizpildas nosacijumam 6,4=0.
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Sastadisim deformaciju nepartrauktibas nosacijumu — lidzsvarotas
speku sistémas 1-6c un &N,, &V, darba uz deformacijam 1.¢ un
parvietojumiem  u(0),u(7)izteiksmi, kurai jalidzinas nullei, saskana ar
virtulo parvietojumu principu.

8,4=~[[[e-160av +1(0)- &N, +u(t)eW, =0

vV

Zem integra]a zimes ir ipatnéja papildus darba pieaugums séo = 5U *
(zim.2.3).
Isi iegiito sakaribu pierakstam §adi:
5, +11)=0 (@)
kur
U' = [[[U"dv - ieksgjo speku papildus darbs
14

1= N, -u(0)+ N, -u(f) - virsmas speku potencials, ja ir uzspiestie
parvietojumi.

Sakariba (a) ir spriegumu variacijas principa izteiksme. Saskana ar
to no visiem statiski iespgjamiem, patiesie biis tie spriegumi un piepiiles,
kuriem atbilst funkcionala U +[] staciondra vértiba. Sakariba (a) varié
iekSgjos spekus, tamds] funkcionals U’ +]] jaizsaka ar iek$gjam
pieptlém.

Var paradit, ka ja izpildas nosacijums &, (U ' +f1)=5a IT"=0, tad
tieck apmierinati ari Sen-Venana deformaciju  nepartrauktibas
vienadojumi.

Kopa ar lidzsvara vienadojumiem kermepa tilpuma un uz t
virsmas, ka ari fizikalam o ~¢ sakaribim izteiksme (a) veido speku
metodes vienadojumu pilnu sistému.

Lineari - elastiga materiala gadijumd U" =T . Ja arf nav uzspiesto
parvietojumu, tad [T' = 0 un sakariba (a) bis

5,U=0

To nosauksim par minimala darba nosacijumu, saskana ar kuru no
visam statiski iesp&jamam iek$&jam piepiilem patiesas bus tas, kuram
kermena deformacijas energija vai tai skaitliski vienlidzigais iek$gjo
speku darbs ir minimals; $is nosacijums nodrogina kermena deformaciju
nepartrauktibu jeb savietojamibu.

Konkretiz&jam pieméru, pienemam EF = const un p = const, u(0) =
u(l) = 0 (zim.b.). Apzimgjot N(0)= X, lidzsvara vienadojums biis

Nx)=X, - px

Deformacijas energijas $ada

! 2 I 3
v=L [T e =L(1Xf - plx, +i]
2; EF 2EF 2EF 3
Deformacijas energijas variacija ir
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5UU=—d£c5X1 =0 vai d—U=o; 21X, - pl* =0
dx, X,
no kurienes X, =p§; N(x)=p%—px.
N(x) epira paradita zim. b
l /
Ny=p—; N, =p-—
0o =P 5 (=D 5
Stiepa deformé3anas nosacijumi izpildas A7=0.
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§2.5. Ritca metode

Metodes ideja - pariet no kontinualas sistémas, uz diskrétu - ar
galigu kustibas brivibas skaitu, t.i. funkcionalu IT=II(s,v,w) atvieto ar
funkciju TM=T(a,) (=1 23..n), kas atkariga no galiga skaita
argumentiem. Tagad funkcionila t.s. ekstremales atra$anis vieta jarisina
standarta uzdevums par diskréta argumentu skaita funkcijas ekstrému. Par
ekstremali sauc funkciju, kas funkcionalim pieskir ekstremalu vertibu, un
to atrod péc variaciju rékinu metodikas, kas nav elementara.

Vispargja  trisdimensiju =~ kermepa  uzdevuma gadijuma
parvietojumus u, v, w aproksimé&jam summas veida

u) [ Aux.2)
u=9qv =zai ﬂi(x’y’z) (2.7)

=LA (x.2)
kur a; - nosakdmie lielumi, kas raksturo sistémas kustibas brivibu skaitu;
Jti......- bazes funkcijas, kuram jaapmierina robeznosacijumi. Ievietojot

(2.7) funkcionall (2.3) lineari deform&jamai sistémai legiistam
kvadratisku funkciju (sauktu ari par kvadratisku formu):

=1 4+11@ =%ZZry.ajai+ZR,.pa, (2.8)
i=1 j=1 i=1
No nosacijuma &M =0 dabii
() (a)
oM oI oM*T _, (i=1,2,.n) 2.9

oo, Oa, o,
no kurienes seko » linedri algebriski vienadojumi pret visparinatiem
parvietojumiem o; (kustibas brivibam):

Moy +..+n,a, +R, =0

.................................... (2.10)
Pl +. 41,0, +Rnp =0
Jeb matricu forma
RZ+R,=0
kur
R= [r”""rl" } - stinguma matrica (2.11)
Voot

-

Z=la,..,] - visparinato parvietojumu vektors

R =[r, SR T - visparinato ar&jo speku vektors

Esam dabTjusi parvietojumu metodes kanoniskos vienadojumus,
pazistamus no blivmehanikas kursa.
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Piemérs 7. Dota brivi balstita sija ar konstantu Skérsgriezumu un
vienmérigu slodzi g (zim.2.4): Izlieci pienemam ar vienu kustibas brivibu
a:

v=asin(m/l), (2.12)
2
kas apmierina robeZnosacijumus jax =0, /, tad v= 0, i%) =0
dx

Stiena lieces potencidla energija

9 = g_l izl 2dx
2 \ax?
Ievietojot (2.12) dabii
%= Eia2 z
22
Arspeku darbs (potencials):

1 1
@ = _fqux =gqa jsm—nfdx = 2qai
0 0 l n

Pilna potenciala energija
4
1= —El—l—a2 14— —2qai
22 T

No ekstréma nosacijuma
on_, Elz' 1

dabii maksimalo izlieci stiena vidi a:
4q1*

a
m’El

4
=0,013073 ll—
EI

Kluda, salidzinot ar precizo rezultatu - 0,4%.
§2.6. Pldtnes izlieces aprekins ar Ritca metodi

Piemers 8. Izmantojam pilnds potencidlas energijas izteiksmi
stingdm platném:

I1=11 4+ O®
Platnes izméri plana q, b, biezums 4, ta brivi balstita pa kontiiru, un
slogota ar vienmérigu slodzi g.

Platnes lieces potencidlo energiju aprékina $adi:

ab h/2
% = [[ [u,dxdydz

00-h/2
kur U —l( + + ) - Ipatngja potenciala energija
0 2 0,8, o-yey 7’-xy}/xy p J p g.] *

Izmantojot plakano $k&lumu hipotézi:
_Ou o*w ov o*w Oou Ov O%w

=20, LV,

T ad Ty T e Ty e oxdy
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un Huka likumu

o o E [8w  2'w) o =L (Ow 8w
x 1—/12 axZ 'u6yZ ? y 1_/12 ayZ 'uax2 3

6w
axay

0 _DT(Fw aw) o J(ew) 5wow
I _2ﬂ“&?+@J'ﬂﬁyﬂ§@J &z@ﬁsz(zm)

kur D= ME—Z) - cilindriskais stingums.
— K

=
l

y - 1— (1 /1/

Argja speka potenciala energija
ab
o = Ijqwakdy (2.14)

Pilna platnes potenciala energija bis

ab 2 2. \? 2.\ A2, A2 ab
H=2” a’;’+a—w 120 )| 2 —a’fa”f dy— [ [qwaxay (2.15)
250\ py? Ox0Oy ox” oy 0 s
Izlieci w var aproksimét ar divkarsu rindu, kas apmierina
reobeZnosacijumus:

W= ZZam,, sm—smn—zy— (2.16)
m=1 n=1
AprobeZosimies ar vienu rindas locekli, metodikas noskaidroSanai:
We%mﬁm% (2.17)
a

Ievietojot (2.17) izteiksmé (2.15) dabi

Dab , ,(1 1Y 4ab
H=-2—T71' a“(a +b2) ——;;qa11

No ekstréma nosacijuma a1 _ 0 seko
an

oL _ b (_I_J;f dab g
a’> b’ n?
no kurienes
16ga*
DII*(1-a? /5 f
un no (2.17) seko izlieces izteiksme
16ga*

a, =

(2.18)

W =

sinZ sin 2
DI*(1-a*/p?f  a b
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Programma ietvertds Bubnova-Galorkina un arf Ritca metodes, ka
ari uz Hamiltona principa dibinatas dinamisko skaitlisko aprekinu
metodes labi iztirzatas prof.E.Lavendela macibu grimata [1]. Kritisko
spéku skaitliskas aprékinu metodes dotas Biivmehanikas macibu gramata
[2]. Tamdg] $aja konspekta minétie jautajumi nav atkartoti.

§2.7. Kastiljano principa pielieto$ana skaitliskos apréekinos

Kastiljano princips integrala forma izsaka un atvieto deformaciju
nepartrauktibas nosacijumus. Tamdg] risinot ar o0 metodi nepiecieSams,
lai izvélétas spriegumu funkcijas un to variicijas éc,,00,,.67,,
apmierindtu lidzsvara nosacijumus kermena iekSpusé un statiskos
robeZnosacijumus uz kermena virsmas.

Apskatisimpieméru (piemeérs 9).

Eksiste bezgaligi daudz lidzsvard eso$as lieces momentu epiras
statiski nenoteicamai sijai (zim.2.5).

M=M,+XM, . (2.19)
kur M, un M,- zZimgjuma 2.5 paraditas epiras, bet X; patvaligi vari€jama
balsta reakcija.

Aprekindsim X; , izmantojot minimala papildus darba principu.
Deformacijas energija ievérojot tikai liecesmomentus biis:

0 _1 IIMzds 1 ’I(M,, + X0, N

2 EI 23 El

Deformacijas papildus energijas minimuma nosacijumi (ar€ja

slodze netiek varigta - ta ir konstanta).

0

) 1 3772 "M M.
oIl - J‘Ml ds X]+ '[ P ldS =0 (220)
0X, o EI o EI
jeb
S X, +A,, =0
I 372 " M M'
kur 6, = J'Ml ds; A, ='[ — 1
s EI s EI

leglitais vienddojums ir labi pazistamais speku metodes
kanoniskais vienadojums. Tas nosaka to, ka lociklas balsta péarvietojums
ir nulle un ir deformaciju nepartrauktibas nosacijums dotai vienkar3ai
statiski nenoteicamai sistémai.
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§2.8. Kastiljano principa izmantoS$ana taisnstiira platnes
spriegumu aprékina

Pec analogijas ar Ritca metodi, sprieguma funkciju var izteikt
rindas veida ar nezinamiem skaitliskiem koeficientiem, kuri janosaka
risina8anas gaita

P =@ + 00 + A0, + 0, + ... (2.21)

Rindai jaapmierina robe’nosacijumi, bet a2y .. nezinamas
konstantes, kas janosaka.

Piemérs 10. Apskatisim stieptu taisnstira platni, ja stiepes piepiiles
galos sadalas péc parabolas likuma (zim.2.6). Argjie spéki $eit konstanti,
tapéc netiek variéti un (2.5) biis

S =611 =0 (2.22)
(skattt ar7 2.6).

Lineari elastigiem materialiem deformacijas papildus energija
vienada ar deformacijas energiju 11® = 1*9,

RobeZnosacijumi $adi:

ja x=%a
2
T,=0; o, = S[ ——ZTJ (2.23)
(skat.zim.2.6 likne 1)
ja x=1b

T, =0; o,=0
Vienibas biezas platnes deformacijas energija
0 =0 = 1 H(axgx +o,8, +T 7, )dxdy =
1 2 (2.24)
=55 H(crf +o, 20,0, + 201+ pl )dxdy
Plakana uzdevuma spriegumu sadalfjums nav atkarigs no elastibas
konstant&m, tap&c uzdevuma vienkarSosanai turpmak Puasona koeficientu
pielidzinam u = 0.
Ievedot spriegumu funkciju ¢ un ievietojot (2.24) sakaribas
2 2 2
g =§_ge., O‘y:a_?.’ Txy=a¢,
ox oy

2 2 2
0 _0_ 1 ¢d[ %0 2’p d%p
no =0 =— ”ﬁayzj +(6x2j +2(5x8y dxdy (2.25)

Sprieguma funkcijas ¢ apmierina (2.23).
Funkcijas (2.21) koeficientus nosakam no nosacijuma:

u=0

ieglistam
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ar®) a1 ort®

—=0, —,——=0..... (2.26)
oa, oo,  Oa,
kas dod line@rus vienadojumus pret ay, o, ...
Rinda (2.21) pienemot
[ =—1—5312[1—ll2—] = const
) 6b° )

tiek apmierinati robeZznosacijumi (2.23), jo

52 2 2 2
o, = ¢ZO=0, Txy=a¢0=03 0'I=a—¢;°=5' 1_y_2
o oxdy By b

Pargjos funkcijas @y, @, ... izvélas t3, lai atbilstoSie spriegumi uz
robeZas biitu nulles:

@ =lSy2( —llz—)+(x2 ~a2Xy2 —bzonl +a,x’ +a,y? +)

2
Pirma turpindjuma piepem ¢, # 0, citi koeficienti l1idzinas nullei:

o =1Sy2(1—li)+al(x2 _az)Z(yz _bz)Z

2 6 b*

Risindjumu dabi no

or1® . 64 256b° 64b*) S
—————_—O,t.l. q ——+———2+—-——4 =77

oo, 7 49a° Ta a'b
Kvadratveida platnei (a = b) atrodam

o, =0,042535

a

un visas spriegumu komponentes biis §adas:

y2 3y2 xZ 2
G, =S8 1——2—]-0,17025 -—TJ 1——2]
a a a

3x2 y2 2
o, = —0,17025[1 -—aTJ( -7]

2 2
Xy X Y
Txy = —0,6805861—2(1 - ?)[1 - a—zj

Spriegumu o, sadalfjums $kéluma x = 0 (zZim.2.6) dots 2.7
zim&juma - likne 2.

Precizaka rezultata iegtiSanai rinda (2.27) jasaglaba tris locek]u un
tad koeficientu «,,«,,c; aprékinam dabii tris linedrus vienadojumus [10].

Palielinot platnes garumu, spriegumu o, sadalijums $k&lumi x = 0
(zim.2.6) kliist arvien neviendabigaks. Pieméram, ja a=2b, tad spriegumu
sadalfjums paradits zim&juma 2.7, likne - 3.
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§2.9. Bubnova-Galorkina metode

Noskaidrosim Bubnova-Gajorkina metodes biitibu apskatot dazus
piemérus [8]. Deformg&jama kermena mehanika Bubnova — Gajorkina
metode izriet no virtualo parvietojumu principa.

Piemérs. 11. Aprékinasim sijas izlieci, kas brivi balstita un
noslogota ar vienmeérigi izkliedetu slodzi (zim.2.8).

Sijas elastigas Iinijas ass lieces vienadojums $ads [1]

4
Efgx_}’-q=o (2.28)

Robeznosacijumi

2
jax=0,1 tad v=0,£——;=0
dx
4
Izlieci aproksimé ar funkciju v = asin% . Funkcija EI %x—r -q ir
visu ar&jo un iek3gjo speku projekcija uz y asi, kas darbojas uz bezgaligi
mazu sijas elementu. Izlieces funkcija v ir parvietojums tas pasas ass y
virziend un to var uzskatit par virtudlo parvietojumu. Bubnova-Galorkina
metodes vienadojumu sastadam $adi

!
[xovax =0 (2.29)
04v

kur X = El?dx—4 -q

ov = é‘asinz;E =dap(x), ox)= sin%

éa - patvaliga variacija.

Tatad Bubnova-Galorkina metodes vienddojums (2.29) aptuveni
izsaka visu iek$&jo un argjo spéku virtudlo darbu uz iespgjamiem
parvietojumiem &v, kas summa lidzinas nullei. ST metode, tatad, balstas
uz virtudlo parvietojumu principu. Izlieces aproksiméjoSo funkciju ir
jaizvelas ta, lai ta3 apmierindtu geometriskos robeZnosacTjumus, bet
statiskos apmierinat nav obligati nepiecieams. Tomér specidlos
gadijumos ari statiskie jaapmierina.

Misu uzdevuma & - patvaliga variacija, kas nav vienada ar nulli,
tapéc to var iznest arpus integréSanas zimes; rezultata dabii:

!
szin-’ﬁdpo
. ]

4

kur X=EIa£—sin-7z—q.
A l

P&c integresanas dabil a = 44i* /(nSEI )
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Piemérs 12. Talak apskatam taisnstira platnes lieces uzdevumu
(zZim.2.9). Platnes slodze

Platnes vidus virsmas lieces diferencialvienadojums biis (Sofijas
Zerménas vienadojums):

4 4 4
X= D[Zx4 2652(;;2+Zy:vJ—q=DV4w—q=DV2V2w—q=0 (2.30)

kur w — platnes izlieces Z virziena.
3
—C 5y - cilindriskais stingums.
12‘1 - U ’
Platnes lieces uzdevuma Bubnova-Galorkina vienadojums biis

I]]Xawdxdy =0
00

(2.31)
Pirma turpinajuma piepemot (ka sistému ar vienu kustibas brivibu)

. X, 7Y
W = a,, sin—sin—

dabii
X =Da,x* (——— iz) sm——sm%—qo
dw = éa,, sin 2 sin 2
a

Ta ka ay; - nenoteikts parametrs, bet &, - §1 parametra patvaliga
variacija, tad

ab 2

j Da,n* (Lz + sz sinZsin - g, |sinZsin 2 dxdy = 0

e a b a b a b

P&c integréSanas dabii

z'ab(1 1Y  4ab

Dall_df—(a_2+b_2j B

jeb
16g,a*
22 (2.32)

7r6D(1 +a’/b* )2
Otra turpindjuma pienemam, ka sistémai divas kustibas brivibas.

. X, .o .3
W=a11s1n——smﬂ+al3sm—-sm——72/—
a

a, =

rezultata dabfijam

1 1YV . ™., my 1 9 . m . 3mp
X:Pn4|:all(a7+b7j sm;sm7+al3(a—z+b—2j sin=—"sin ==~ (2.33)

dW = éa,, sin—misin%}—+5al3 sin ™ 5in 3%
a
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Ievietojot (2.34) Vienﬁdojumé (2.31) dabtijjam
“-X(é'an sinZsin 2 5 L oa,, sin— sm————qojdxdy 0
a

Taka a;; una;; ir neatkarigi variéjami parametri, dabiijam

(2.35)

Ievietojot sakaribas (2.35) izteiksmi (2.33) péc integré$anas dabi
ap un apz vertibas:
16g,a* ] 16g,a*
P s a3 = 2
7*D{l+a’ /b*) 37°D(1+94% /57 )

Vienadojumi (2.28) un (2.30) ir stiepa un platnes bezgalmaza
elementa lidzsvara vienadojumi. Meklgjamo funkciju variacijas &w ir
virtudlie parvietojumi, tapéc vienadojums (2.31) traktéjams ka LagranZa
varidciju vienadojums, ja nav masu raditie spéki, bet virsmas speku darbs
uz virtualiem parvietojumiem vienlidzigs nullei. Lai p&dgjais nosacijums
izpilditos, t.i. lai virsmas sp&ku daebs uz virtudliem parvietojumiem
lidzinatos nullei, ir nepiecieSams, lai kermena punktu parvietojumu
aproksiméjoSas funkcijas apmierindtu ne tikai geometriskos, bet ari
statiskos robeZnosacijumus. Sikak par $o jautajumu skat. speciala
literatira.

Masu apskatitie uzdevumi formuléti tada veida, ka izlieces
funkcijas w aproksimacijai jaapmierina ka geometriskie, ta ari statiskie
robeznosacijumi.

Plano lokano platpu  izlieces apraksta  nelinearie
diferencidlvienadojumi. Pielietojot to atrisindSanai Bubnova-Galorkina
metodi mes nondkam pie nelineariem algebriskiem vienadojumiem, kuru
atrisinaSana bieZi ir sarezgita.

a, =
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3.nodalja. GALIGO ELEMENTU METODE (GEM)
§3.1. GEM galvenas operacijas

Saskapa ar galigo elementu metodi nepartrauktu konstrukciju
domas sadala atseviskos galigalieluma un skaita elementos, kas savienoti
tikai mezglu punktos. Galigie elementi m&dz bt stieni un to posmi stienu
sistémam, platném - trijstira vai etrstiira elementi, &aulas var sadalit
plakanos vai telpiski liektos trijstira vai &etrstiru elementos, masivos
kermenus sadala tetraedros vai paralelpipedos. Elementus savieno
mezglos - stiira punktos, bet ari starp stira punktiem. Galiga skaita
mezglu punktu parvietojumi, ja pielieto parvietojumu metodi, ir
uzdevuma nezinimie. Sadu sistému ar galigu kustibas brivibu skaitu
aprékins noved pie algebrisku vienddojumu sistémas, ko var atrisinat ar
datorprogrammu

Elementus savieno mezglu punktos, jaievéro lidzsvara
nosacijumus, atbilstoSo mezglu parvietojumiem jabat vienadiem
(parvietojumu nepartrauktiba), sakaribu starp mezglu piepilém un
parvietojumiem nosaka fizikalie likumi - lineara gadfjuma Huka likums.
Jaievero konstrukcijas balstijums (robeZnosacijumi).

Pirms konstrukcijas aprékina jaizpéta atseviskd galigd elementa
spriegumu-deforméto stavokli atkariba no mezglos pieliktiem spékiem un
to parvietojumiem, parasti piepemot vienkarSotas hipotézes. Péc tam
savienojot elementus mezglos veido Konstrukcijas aprékina modeli
(pieméru skat. zim.3.1).

§3.2. GEM parvietojumu metodes forma

Aplikosim divdimensiju plakano uzdevumu ievedot koordinatu
sisttmu X, y. Nepartraukto vidi sadalam iedomatos galigos trijstiiru
elementos (zim.3.1). Atsevidkie trijstira elementi savienoti mezglos
trijstiiru virsotngs. Uzdevuma nezinamie lielumi ir mezglu parvietojumi
(parvietojumu metode). Atsevisko elementu deformacijas tuvinati izsaka
ka atkarigas no mezglu parvietojumiem.

Apskatam atseviSku trijstiri (zim.3.2). Trijstira virsotgu
parvietojumu komponentes, uzdevuma nezinamie, veido se$dimensiju
vektoru
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Vs )
TrijstOra elementa (zim.3.2) 1,2, 3 parvietojumus pienemam
linearu koordinatu x,y funkciju veida:
ulx,y)=a, +a,x +a,y
W(x,y)=a, +a5x+a6y}
kur @,..2,- katra elementa robeZas ir konstantes. Mezglu punktu
parvietojumi bis (zim.3.2)

U, =Q, +a,x, + .y, (=123)
v, =a, +ax, +agy, 7

Parvietojumu sakariba
u=NJ
kur N - formas funkcijas matrica. Vienkarsi parveidojumi dod:

1 .
N, =—27(a,. +b, +c,) =123

kur A ~ trijstlira laukums, a, =x,y, ~x,,, b=y, -y, ¢ =x,—x,, pargjos
koeficientus dabi cikliski mainot indeksus.

Elementa formas funkcijas paraditas zim...... Izmantojot Kosi
vienadojumus dabﬁ deformacijas:
£, = ZZ 2 (bu1+b u2+bu3)
e, = _ (cv+cv +c,,)
y dy 2 171 272 373
au dv 1

-~ ——:i;-’-dx 51 (clul +Cyu, +c3uy +by, +b,v, +b v3)

jeb matricu forma

e} =[Blis}

kur
blO b30 bZO
ON ON.
B=| 0 —L 0 2.0 oNs |- L Oc; Oc;  Oc,
& > Y 24 b b b
ON, 8N, @N, ON, ON, 0N, GO 605 60
&y &x & ox Oy ox ]

61



Zim.3.1

-
-

Zim.3.2

62



Sakaribu starp deformacijam un spriegumiem dod Huka likums:

o, 1 u 0 g,
E
{0'}= o, 21—/12 J7S 0 £,
7, 0 0 (I-p)2|r,
kur
4 - Puasona koeficients, E — elastibas modulis.
1 0
£ H
Dl=r—|n 10
“lo 0 (t-p)2
jeb isak

Sakariba starp spriegumiem un mezglu parvietojumiem biis

{o}=[Dle}=[D]BJs}

[D] satur elastigo ipasibu raksturojumu, [B] - geometrijas
raksturojumu.

Apzim€jot ar {F} - mezglu slod’u vektoru, kam atbilst
parvietojumi {5}, uzrakstam arjo un iek$&jo darbu vienadibu, ka
lidzsvara nosacijumu

1iar 1 T

LV tr}=1 [V folav

14
Ieverojot, ka
£=B5 un o =De=DBS dabll "o =(BS) DBS
Ieverojot matricu darbibas kartulu (4B) = B7 4”7 dabii
F = [B"DBAV§jeb dotam trijstiirim
14

{F}=[B] [D]B}s}ar
kur ¢ - trijstiira biezums, jeb

{Fi=Irls},
kur matrica [r]=|B"[D]Bl4r - stinguma matrica, kur A- elementa
laukums, t — biezums.

Talak apskatam visu konstrukciju, ko modelé visu trijstiru kopa.
Visas konstrukcijas lidzsvara nodrosinaanai formulésim katram mezglu
punktam. Sistémas punktos darbojas speki, kuru vektors {P}. Katram
mezglam pieklaujas »; galigie elementi. Katra mezgla stinguma matrica
biis visu mezglam piek]auto elementu stingumu matricu summa, t.i.

ny

=3I

S=1
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Zim.3.3
Elementa formas funkcijas N;, Ny, N3



Mezglu parvietojumu vektors {5}, t.i.

1

pl=1%l 5 {”} utt.
. Vi
O
kur m - nebalstito mezglu skaits.
Mezglu koncentréto spéku vektors

2

Pl={ " | =7 ua

y

F

Sakariba starp spekiem {P} un parvietojumiem {&} bis
{P}=[r}s}
kur [R] - visas konstrukcijas mezglu stinguma matrica
|

[R]=|" | []= i[rb], n; mezglam i piek]auto elementu skaits,
. S=1

r

kur r;; —katra atsevi§ka elementa stinguma matrica.

Parvietojumus { "} atrod

)= [rI" {P}

kas ir uzdevuma atrisinajums.

Galigo elementu metodi var ari traktét ka variaciju metodi,
parvietojumu metodes forma, ka Ritca metodes paveidu. Visu elementu
parvietojumi bis

u=N59

N satur visas elementu formas funkciju matricas. Ignorgjot tilpuma
spekus pilna potenciala energija biis

m=1 [e"odv ~ s p

2 14

val

= % ja(")TETDBa(”>dV —slrp
14

Nezindmos mezglu parvietojumus 6© atrod no pilnas potencialas
energijas minimuma nosacijuma:
ol1

XA
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§3.3. Taisnlenka trijstiira stinguma matrica

Konkrétu uzdevumu risinaSanai izskaitlosim zim.3.3 paradita

trijstiira stinguma matricu:

[]=[8] [D] B4

Saskanpa ar ( skat.27.lpp.) atrodam elementa geometriskos lielumus,

piepemot a= 1.

by =2-0=2 c; =1-
b2 =0-2=-2 (6] =0 -
b3 =0-0=0 C3 = 0-
Matrica [B] iegiist veidu
20 -2 0 0 0
[B]:lo 1 0 0 0 -1
21 2 0 -2 -1 0
Matrica [D] biis
1 u 0
Dl=—F5u 1 o
R0 0 G-

0
0
1

1
0
-1

Piepemot p=0,3 una=1 iegiist stinguma matricu [ ]

Et

TR 2)

(13,05 3,9 |-12 -21|-1,05 -18]

39 72 |-18 —42|-21 -3

12 -18] 12 0 | o 18/ |™
~21 -42| 0 42|21 o |T|™
Z105 21| 0 21 | 105 o | L™
18 -3 |18 o0 | 0 3
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§3.4. Atbalsta sienipas aprékins

Izmantojot sakaribu: {F}=[R[s}, no kuras aprékinam mezglu
parvietojumus un spriegumus elementos 1, 2, 3 un 4, skat.zim.3.4 un 3.5.
Piemérs 13 aizgfits no [14].
Sistémas (zim.3.5) matricu R iegiistam no algoritma
A 4r e e
R=| Ao D@
r 3(13 ) . 3(23) r 3(33)
Parvietojumu metodes vienadojumu sistéma biis
26,1U, +3,9%, - 24U, —3,97, —1,05U, ~ 1,87, - qaglE‘t—”z) =0
3,9U, +14,4, —3,9U, -84V, — 21U, =3V, +0=0

— 24U, —3,9%, + 26U, +3,97, + 0U, + 1,8V, +0=0
39U, ~ 8,4V, +3,9U, +14,4V, + 21U, -0V, +0 =0

2
—1,05U, - 2,1V, + 0U, + 2,1V, —L,0SU, + 0V, —qa 120-p7) 0
Et

1,8U, — 3V, +1,8U, + 0V, — OV, +0U, +3V, +0=0

Atrisinot So sist€ému ar Gausa metodi [2] dabitie rezultati sakopoti
tabulas 3.1 un 3.2.

Pilnigai GEM apgiSanai nepiecieSams izstudét darbus
[1,2,8,9,13,15].
Mezglu parvietojumu tabula 3.1
U] V] U2 V2 U3 V3

12,08 5,06 11,87 -2,47 37,51 5,18

Elementu spriegumu tabula 3.2
Spriegums 1.trijstiris 2.trijstlris 3.trijstlris 4 trijstiiris

o, 0,8333 -0,4065 -0,2057 0,6322

o, 2,3226 2,2832 1,9986 0,6098

T 2,7778 -1,3550 -0,0010 1,4228
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§ 3.5. Platpu liece
Iepriek$&jos paragrafos iegiita formula
F = J' B DBAV$ jeb matricu forma

[r¥s} (3.5.1)

Vv
F}
= |B"DBdV - elementa stinguma matrica, ir GEM parvietojumu

kur r

= e, 1]

varianta pamaformula un izmantojama daZada veida konstrukciju
aprékiniem. Stinguma matricas sastddifanai nepiecieSamas divas
matricas: Huka likuma elastigo konstanéu matrica, un matrica B, kas
saista elementa parvietojumus un deformicijas. Atradisim $is matricas
platnes lieces uzdevumam.

Apskatisim liektas platnes taisnstiira galigo elementu (zim.3.6a).
Katra mezgla (stlru punkta) tris visparinatos parvietojumus pienemam
par uzdevuma nezinamiem: izlieci w, divus stiira normales pagriezienus -
ow/dy un ow/dx. Rezultata elementa visparinato parvietojumu pilnais
vektors satur 12 komponentes:

4 Wy Z,
S=Z=\2F) Z,=|@w/®),|=|2Z,} Zy=.. (3.5.2)

c

wroxy 1 | Z,

,_
HINE N DN

Zy | .
Tatad elementam ir 12 brivibas pakapes. Elementa izliektas (deformétas)
virsmas vienddojumu formulésim polinoma veida, kas satur 12
konstantes, pieméram, $adi:

w=a +a,x+a,y+a,x’ +axy+ay’ +a,x +

2 2 3 3 3
TagX Y+ a,xyt +a,y” +a,x"y+a,xy

Izsakot parametrus a,,..a, ar Z,.,Z, palidzibu, izteiksim bazes
funkcijas (formas funkcijas) Ny(x, y):

i=12

w=> Z\N,(x,y) (3.5.3)

i=]

Mezgla A pirmas tris bazes funkcijas biis $adas:

M-S E0-20-3)
(S5} e o)

kur @;un @, - galos iespilétu siju izlieces funkcijas no iespilejumu
vienibas parvietojuma vai iespiléjuma vienibas pagrieziena (3.6 b zim.).
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M/Iy} /Vz (z,9) y 3 2
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Tris bazes (vai formas) funkciju veids paradits 3.7.zZim&uma. Paréjas
formas funkcijas konstrué analogiski.
Katram platnes elementam ir tris raksturigas deformacijas:
2 2
x ‘a_?ﬁ Ky =__224)_; K A (3.5.4)
ox %7 Oxdy
kuram atbilst lieces un vérpes momenti
MX=D(KX+,UKY} My=D(Ky+,u;cx) H=(1-p)x (3.5.5)

Deformacijas (3.5.4) ar piepiilem (3.5.5.) saista Huka likums, ko izsakam
matricu forma:

M =D& (3.5.6)
kur
M, K, 1 u 0
M=\M,| #=|x,| D=Dlg 1 0 (3.5.7)
2H K 0 0 2(-x)

D= Ef* /121 - u?)] - platnes cilindriskais stingums.
Matricu B, kas saista deformacijas # ar elementa parvietojumiem Z,
dabil ievietojot vienddojuma (3.5.4) izteiksmi (3.5.3):

i =BZ (3.5.8)
kur
&’N,/&x* .. B8°N,/éx’
B=- &’°N,/®* .. N,/ (3.5.9)

&°N,/&xdy .. 0°N,,/oxdy

levietojot matricas D un B formula (3.5.1) un integré$anas pa tilpumu
vietd integréjot pa platnes laukumu, iegiistam galigd elementa lieces
stinguma matricas izskait]o$anas formulu:

[]= bjj B'DBdxdy (3.5.10)

Matricu forma sakaribu starp galigd elementa mezglu piepilém un
parvietojumiem $ada:

{F}=Irls} (3.5.11)
kur {F} - mezglu piepiiju vektors,
[r] - platnes galigd elementa stinguma matrica. Cetrstiira

elementam tas dimensija 12x12, bet tas elementus aprékina saskana ar
formulu (3.5.10).

{q} - parvietojumu vektors. Stinguma matricas [r] koeficienti k;;
ir piepiiles i virziena no vienibas parvietojuma j - virziena.

Ja uzdevuma atrisinasanai pielieto parvietojumu metodi, tad visiem
mezglu punktiem jasastdda lidzsvara vienadijumus. Nosakot mezglu
parvietojumus, var atrast izlie€u funkciju w (3.5.3) un talak aprékinam
lieces un vérpes momentus (3.5.5).

72



Piemérs Nr.14. Analiz&jam kvadratveida platnes izlieci, ja tas
malas iespilétas un ja ta slogota ar vienmérigu Skérsslodzi ¢o = const.
(zim.3.8). Simetrijas dé&] apskatam ceturtdaju platnes ABCD. Sadalam
platni &etros galigos elementos - 2 x 2. ApzZim&sim parvietojumus mezgla
Aaer,Zz,Z3 ,punkté B -Z4,Z5,Z6,punkté C——Z7,Z3,Zgun
punktd D -Zy, Z11,Z1, saskapa ar zim.3.6 un 3.8.

Ievérojot platnes robenosacijumus un deformaciju simetriju pret
centrilam asim secindm, ka tikai parvietojums Z; nebis vienads nullei.
Mezglu piepiile punktda C vienada ar

a.a
p B39 g
) = =
4 16
Reakciju 77, atrodam no sakaribas (3.5.10), rezultata daba
Fro=n,2,
79,44D
kar r,= =

Ievérojot,ka Z, =P, /r,, atrodam
Z; =0,000787
Pirma tuvinajuma aprékinata izliece iespilétas kvadrata platnes vidi visai
nepreciza. Precizais rezultats wy,, = 0,00126qa’/D.
Precizaku rezultitu iegiianai platne jadala vairakos galigos
elementos, bet tad skaitliskos rezultatus iegiistam tikai izmantojot
datorus. Tabula paradits, ki palielinot galigo elementu skaitu, pieaug

aprékinu precizitate.
Tikla 2x2 4x4 8x38 16x 16 Precizs
dalijums rezultats
Izliece vidi | 0,003444 0,003945 0,004040 0,004058 0,004062
W / ﬁ
D

Jebkuras formas un asij simetrisku ¢aulu aprékinu metodika ar GEM dota
darba [1],290 lpp.

§ 3.6. Noturibas aprékini ar GEM

Aplitkojam ideali taisnu stieni no line@ri elastiga materiala, kas
slogots pilnigi centrdli, ti. spéka darbibas ass sakiit ar stiena
$kersgriezumu smaguma centriem, veidojot taisni. Mazas spiedes slodzes
gadijuma stienis ir lidzsvara un saglaba sakotngjo taisno formu. Misu
uzdevums ir atrast mazako spiedes spéka kritisko vértibu, pie kuras
iesp&jams stiena ass izliekts lidzsvara stavoklis. Sastadisim potencialas
energijas izteiksmi spiestam stienim, kas atrodas izliekta stavokli. Spiedes
speks N sistémai parejot no taisnd, nedeformétd stavokla deforméta
lidzsvara stavokli zaud@ potencialo energiju 11> = -N,A, kur
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ci’w, NMe
B

Zim. 3.9

7 a
=
/‘////
Zim.3.10
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!
A= % I [w"(x)[ dx - taisna stiena garuma un izliekta stiepa projekcijas
0

starpiba. Stiepa iek$&jo speku lieces deformacijas potenciala energija biis
o0=1
2

Pilna potencidla energija vienam galigam elementam:
2

! 1
n=n-n@= % [EMw () dx - N 12 [[w(x)] d
0 0

/ 2
[EIlw"(x)] .

Piepemam tadu pau izlieces funkcijas aproksimaciju, ki liecg, kas noved
pie aptuveniem rezultatiem, par cik noturibas zuduma forma at3kiras no
parastas lieces formas.

Stiepa garumu sadalam vienada garuma galigos elementos.
Parvietojumus pa normali pret neitralo liniju aproksiméjam ar polinomu
(ka parasti liecé):

w=0w + O,y +D,w, +D,v, (3.6.1)
kur wy, w, - stiepa galu jeb mezglu parvietojumi

Vi, V2 - mezglu pagriezieni (zim.3.9).

Funkcijas @, ... @, ir sekojosi polinomi:
x2 x3
D, =l-3l—2+273—;

2 3
@, =[-f+23‘-——i‘-]z;

l ? P
x2 x3
®3 = 1—2—21—3,

x2 X
q)4 ={-l'2—"'l—3 l

Potencialas energijas minimuma nosacijumi
oIl oIl ol1 oIl

— =0, —=0; —=0;, —=0 (3.6.2)
ow, 08, ow, 09,

dod vienadojumu sistému
(k]- NrPfal=0 (3.6.3)

kur  {a}={w,9 w9 - mezglu parvietojumu vektors
[£] - elementa stinguma matrica.
Pastaviga stinguma stiepiem
12 -6/ -12 -6l
[k]:ﬂ -6/ 4 6 2
Pl-12 6 12 6l
-6l 20* 6 4I°

(3.6.4)
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geometriska stinguma matrica [r] :
36 -3 -36 -3l

[]=-L =31 47 3 -P
T30|-36 3 36 3

=31 -1 31 4]*

(3.6.5)

Matrica [r] ievéro spiesta stiena formas maigu un tap&c to médz saukt par
geometriska stinguma matricu.
Stienim, kas sadalits vairakos galigos elementos, kop&jais noturibas
vienadojums analogisks (3.6.3)
([;;]-—N[F]){Z}=O (3.6.6)
[£] - globala visas sistémas stinguma matrica
[F] - globala geometriska stinguma matrica.
Kritisko noturibas zuduma speku ieglistam, pielidzinot sistémas (3.6.6)
determinanti nullei. Atzimé&sim, ka no determinanta tiek izslégtas rindinas
un kolonas atbilstosi uzdevuma robeZnosacijumiem.
Izversta veida noturibas vienadojums (3.6.6) $ads
12 -6/ -12 -6 36 =31 36 -3l|\|w
EI|-61 4 61 2| N| 31 4 31 -I*[||§
Pl-12 6 12 6| 300|-36 3 36 31 |||w
-6l 2% 6 4 -3 -1* 347 )|4,
Apskatisim daZus piemérus, piepemot, ka stienis sastav no viena galiga
elementa, kura garums ir /. Ja stiepa viens gals iespiléts ((w, =0,9, =0),
bet otrs balstits locikla (w, = 0), tad izteiksmé (3.6.7) jaizstripo pirma,

otrd un tresa rindina un kolona. Atlikusie locek]i sekojosi

AEL 2 a0
115

un N, =30EI/I*.

Ja stiena gali balstiti lociklas (w;= w, = 0), tad vienadojuma (3.6.7)
izstripo pirmo un tre$o rindinu un kolonu (atbilstodi wyun w, ). Rezultita
ieglist determinantu

(4—%Zj (2+%zj =0 (3.6.8)

=0 (3.6.7)

kur z = NI? /(EI).
No 3ejienes N, =12EI/1*, kas |oti aptuvens, salidzinot ar precizi Eilera
kritisko speku N,, = z*EI/1?

Rezultatu var uzlabot, sadalot stieni vairdkos elementos. Sadalot
stieni divos elementos, vienadojums (3.6.7) parveidojas par $adu, kur
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vid&ja mezgla stinguma koeficienti saskaititi un matrica paraditi raustitu

liniju ramiti.

(12 -6/ -12 -6/ 0 0 ]

-6l 4% 6 2 0 0
EIl-12 6/ 24 0 -12 -6l
Tl-6r a2 o 8> 6 2|

0 0 -12 6 12 6l
. L0 0 -6 2% 6 4]

(36 -31 =36 -3 0 0 |\[w]

-3 4* 3 -I* 0 0 |||&
Nl=-36 3 72 0 =36 -3I|||w,
“Solow - o s 3w i7"

0 0 =36 3 36 3 |||w

L0 0 -3 -1 3 428

kur /- elementa garums, vienads ar stiena garuma [ pusi;

w; un wy, % un &%- gala Skélumu parvietojumi un pagrieziena
lepki;

w, un &- vidgja, starpelementu mezgla parvietojumi un
pagriezieni;

[ - visa stiepa garums.
Lociklds balstitam stienim w, =w, =4, =0;ta ka 4 #0,9, = 0,w, =0,
tad sistémas (3.6.9) determinants vienads ar nulli:

(4——2-2) 6———1—2) 0
15 10
(6—izj 24——2—2) (—6+—1—z)=0
10 5 10
0 (—6+Lz) (4—12)
10 15
Raksturigais vienadojums
2
24——1—-zj —(8——1—2)(96—22) =0
10 15 5

No Sejienes N, =994EI/T*  (z=Ni*/EI, 1=2i)
Sis rezultats tuvs Eilera spgkam N, = z2EI /1%, kur [ - visa stiepa garums.

Ja stiepa viens gals iespiléts (w;=0, % = 0, bet otrs balstits locikla
(w3=0., tad determinants bis '
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No kurienes N, =19,35EI/1*

Taisnstora platpu noturibas aprékinos izmanto taisnstira galigos
elementus ar 12 kustibas brivibam (skat.zim.3.6) un atbilstoSu izlieces
aproksimaciju (3.5.3).

Kvadrata formas platni, kas spiesta divos virzienos ar vienadiem
spekiem T un kuras &etras malas iespilétas, var sadalit Cetros vienados
galigos elementos (zim.3.10). Saskapa ar dotiem robeznosacijumiem
mezglu punktu 2,3,4 parvietojumi un pagriezienu lepki vienadi ar nulli.
Izliedu aproksimicija paliek tikai viens loceklis, kas raksturo pirma
punkta parvietojumu, jo pagrieziena lepkis simetrijas dé] Seit ir nulle:

w=Q,w (3.6.10)

x y Xy X y?
q)ll =(1—;)(1—;)(1+;+3“2?—2F] (3611)

Platnes lieces deformacijas potenciala energija

kur

ab
1t = -;- oj J(MXK, + M, +2Hy Jixdy

kur M,, M,, H - lieces un vérpes momentu uz garuma vienibu;
K,, K,, %- vidus virsmas liekums un savérpums,

Mx=D(Kx+IUKy)’ My=D(Ky+/u’Cx)’ H'_‘D(l'ﬂ)l

o*w 0w _ 0w

R
Argjo spgku darbs uz parvietojumiem, saistitiem ar platnes malu
parvietojumiem

oS ) 5] o

Pilna potenciala energija vienam galigam elementam
=119 — 11
Piepemot izlieces aproksimaciju saskapa ar (3.6.10), no nosacijuma

ol _ 0 dabn
ow

 (-Fal=0

kur
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316,8 D 552 _
[k]= o g U ] Segler T = No+H,
No nosacijuma [k]-[r]=0 dab@i T, =24D/a*, kas tuva precizam

kritiskam spékam T, =24,8D/a’

§ 3.7. Dinamisko uzdevumu risinasana ar GEM

Universdla potencidlas energijas minimuma principa pandkumi
sistémas lidzsvara noteikS8and pamudindja meklét analogu universalu
principu, kas dotu isp&ju noteikt iesp&jamo sistémas kustibu.

Anglu fizikis Viljams Hamiltons (1805.-1865.) formulgja vina
varda nosauktu principu: no visiem domajamiem veidiem parejot no kada
dota sakuma stavok]a momentd #, uz kadu citu dotu beigu stavokli
momentd ¢ mehaniska sistéma bez energijas disipacijas izvélas tadu
parejas veidu, kurd Hamiltona funkcionélam ir ekstremala vértiba, t.i.

&H =0,kur H = [(IT-K)dr - Hamiltona funkcionals
0

Il - sistémas pilnd potenciala energija

K - kingtiska energija.

Seit /=0 un #- kustibas sikuma un beigu momenti nu tiek
salidzinati sava starpa visi iedom@jamie parejas kustibas veidi ar
vienadiem sdkuma un beigu nosacijumiem. Daudzos gadijumos
funkcionalam H realai kustibai ir minimala vértiba, tapéc to médz saukt
arl par minimalas darbibas principu. Minimalas darbibas principu var
pielietot ki sisttmam ar galigu kustibas brivibu skaitu, td arl
nepartrauktam sistémam.

Pielietosim Hamiltona principu sijas paSsvarstibu frekvences
noteik3anai neievérojot energijas disipaciju ([1] un materialu pretestibas
katedras metodiskie materiali).

Uzdevuma atrisinaSanai nepiecie§ams minimiz&t funkcionali

H= LIU(H—K)dn}f - ;J[;J(U—A—K)dn}t )

kur U - sijas lieces potenciala energija

A - arspeku ierosinosie spgki un momenti

K - kingtiska energija

Apskatam sijas svarstibas ievérojot sijas pa$svaru (izkliedéta masa)
un koncentrétas masas. Sija sadalita galigos elementos, kuras galos
koncentrétas masas my un mys. Brivo svarstibu gadijumd ierosino$o
arspeku nav (iznemot sakuma momentu), t.i. 4=0 (skat.zZim.3.7.1).

Apskatam (1) komponentes

U= %El(u”)z
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Kinétiska energija vienada ar izklied&tas masas K, un koncentréto
masu X, ,K, sijas galos energijas summu.
'3 k+t

K=K,+K, +K

1 +\2 1 )2
K, =om(i)" == AL(i)
kur m - viena GE masa
y - blivums
- §L<érsgriezuma laukums L — GE garums (zim.3.7.1)

%) 1 ) 1 ou,, 2
Ky +K,, . = mk( )2 (;;J +5mk+l(uk+l)2+5]k+]( al;l]

kur  my, my. - sijas galos £ un k+1 koncentrétas masas

I, I,; - masu inerces momenti

Harmonisko svarstibu gadfjuma atrisindjumu  piepemam
harmonisko funkciju veida

ult)=usinot; u,,(t)=u,, sinor; u, (t)=u, sinowt
kuru - koordindtu funkcija, kuru izmanto sijas statiskds izlieces
aprékinasSanai.

Izmantojot pienemtds funkcijas funkciondli (1) un integréjot

perioda robezas 2 , vienam galigam elementam dab:
a

(I

1
H, —% I(u”)zdn—%yALw’ uzdn—*lz-mkuiw2—51k(“2)zwz’

N'h'———.““"

ot

2)

1 2 2 1 ' 22
= 5 My U@ = E Ik+1 (uk+l ) @

Minimiz&jot funkcionali (2) vienam galigam elementam, ieglistam
standarta bloku matricas.
Pirmais saskaitimais - lieces energija - p&c minimizacijas dod
matricu, analogu ka statiska liecg:
| Nezinama lieluma koeficients |

Uy U Upy Upa
Bu, | 12EI | G6EI | 12EI | 6EI
ou, | I | | I
Bu, | GEI | 4EI | 6EI | 2EI
ou, | I L | 2| 1 l=[k] ®
du_ | 12EI | GEI | 12EI | G6EI
ou,, | I | D j2
Bu, | GEI | 2EI | G6EI | 4EI
ou,, | I L IR 3
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Zim.3.7.2
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[K}u}={p} - lieces vispargjais vienadojums galigd elementa
izklied&to masu raksturo bloks

:EL __iLZ _iL E’_LZ
35 210 70 | 220
iRl
Ho' —=g 13 13 1 1=1M] (4)
2| =B B Up
70 20 35 | 210
13 I? 1 I? ﬂ_Lz _Ly
420 140 210 105

Beidzamie Cetri funkcionala (2) locek]i p&c minimizacijas veido
diagonalu matricu, kas ievérté koncentréto masu kinétisko energiju un %o
masu rotacijas inerci GE mezglu punktos.

"m0 0 |0
0 -7 0 0

o? k =/ 5
e L) 0
0 0| 0 |—i.

Brivo svarstibu gadijuma uzdevuma matrica bis tris matricu (3) (4)
un (5) summa, kur brivais loceklis ir nulle (K]+[M]+[7]fu}={0}.
Algebrisko vienddojumu bez briva locek]a netrivialais atrisinajums biis
tad, ja sistémas determinants vienads ar nulli —~ D = 0, no kurienes dabi
brivo svarstibu frekvenci. '

Piemérs. Noteikt zZim.3.7.2 paraditds sistémas brivo svarstibu
frekvenci. Sija galos iespiléta, tas vidi koncentréta masa m, sijas
izklied&to masu neievérojam. Sijas lieces stingums EI.

Dalam siju divos GE, kuru garums L. Tad ka sijas masu
neievérojam, tad [M], =0 (4). Izmantojot matricas [K] (3) un[7] (5)
iegilistam standarta bloku:

12EI | 6EI 1251 GEI
M b Iz I
GEI A5, QET 2ET
7 Al W I
[kl +[1] = 12E] GEI | 12E] ; 6ET
P | T Me® N
(324 2E1 _GEI AEL 2
I L I? L ™

No diviem Sadiem standarta blokiem veidojam visas sistémas
matricu vienadojumu

(& ]+ [7Du}= o}
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No visas sist€mas vienadojuma izmantojot nosacijumu Dy,= 0
atrod paSsvarstibu frekvenci o .
Sistémas visparéjas globalas matricas veidoSanas shéma:

Uj / Uy | u’ U3 U’ .
ou, //// , ///// j j!/
oH |\ =

Ou, ey 0

> -
oH |/ / //
o, V] 7
oH 0 L
8H 0 7 ]
du, . /

Koncentréta masa m atrodas sijas vidi un tapéc svarstibu laika ta
parvietojas vertikdla virziend bez rotacijas. Tamdg] rotacijas inerces
momenti ir nulles, t.i. I, =0. RobeZnosacijumi $adi:

uy =0, u; =0, u, 20, uy3=0, u; =0, u;=0
Tada veida sistémai paliek tikai viena brivibas pakape — u,, paréjas
rindinas un kolonas, kas atbilst nulles kustibas vértibam, tiek izsvitrotas.
Globala matrica paliek tikai viena rfitina (skat.globalas matricas shému).
Rezultata dabt vienadojumu bez labas puses:

12E] 2 12E] 2
——E——mza) +T—mza) u, =0

Ta ka mezgla 2 pirma galigd elementa masa vienada ar otrd elementa

. - - m — = —. ‘ - .
masu un ir vienadas ar m, = > tad rezultatad dabtijam vienddojumu

2
(2@ —-m,w’ )uj =0
r ) il

Ta ka svarstibu laikad u, =0, tad

12E7

., 24EI 192EI
Im I’m

kas saskan ar precizo rezultatu.

?

-m,w’ =0 ,no kurienes

w
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3.8 Ramju noturibas aprékins ar energétisko metodi GEM forma

Ramju, kuru stiepi centriski spiesti, kritisko slodzi aprékina
pielidzinot nullei determinanti, kuru elementi ir parvietojumu metodes
stinguma koeficienti:

T =Ty —PVy s (3.81)
kur

r. - stingums bez ass speka ievérosanas,

7« - geometriskais koeficients, kas proporciondls stiepa gala

parvietojumam A (zim.3.8.1) un ievéro spiesta stiena formas izmainu
zaudgjot noturibu.

Pienemot stiepa izlieces formu ; polinomu veida, var izvairities no
transcendento funkciju izmantoSanas, kas tomér dod precizu rezultatu, bet
apgriitina datoru izmanto$anu. Rezultdtu ar polinomu izmanto$anu var
precizet, sadalot stieni mazaka garuma elementos.

Stiena mezglu sai$u reakciju aprékina$anas metodiku noskaidrosim
apskatot piemé&ru. Aprékinasim stiepa reakciju, kura viens gals iespiléts,
bet otrs balstits kustiga locikla, ja kreisas balsts pagrieZas par mazu lenki
Z =1 (zZim.3.8.1).

Stiepa potenciald energija sastadisies no stiepa lieces deformacijas
energijas U% un spiedes spéka darba W (EI = const).

Nn=v°’-w

Piepemot izlieci no Z = 1 tddu paSu funkciju ka no Skérsslodzes
(neieverojot P darbibu), polinoma veida

3x* 1%

w(x)= f(x =x-ST o dabiijam
i

U =1r022, kur £l = J'El(f”)zdx=£
, 0

2

)
W=P.A= %P;/“Zz, kur y, = [P(f'Yds =% :
0

Ta tad stinguma koeficients noteikts aptuveni:
n=m-P-r,
kur 7} - stingums bez p ievéro3anas
7i - koeficients, kas proporcionidls A un raksturo spiesta stiena

formas izmainu, t.s. geometriskais koeficients.
Analogi jebkuram parvietojumu metodes koeficientam biis
Tik =ril(: —Pyy,
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Zim.3.8.2
Z /1 -

./A‘

Z7in.3.8.3
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4
kur r) = Z j'EIgo,;@;ds
70

1
Ve = Z .[ij)i;.go,'q.ds.
J o

Sajas formulas saskana ar parvietojumu metodi, mezgla stinguma
koeficienti ramja noturibas aprékinos tiek summéti.
Aptuvenas stinguma koeficientu vértibas (r,) no stiepu gala

mezglu vienibas pagriezieniem un parvietojumiem sakopotas tabuld
3.8.1; stinguma koeficienti aprékinati analogi ka apskatita pieméra.

Stiepa energija matricu forma bis

I=(/2)Z"RZ,
kur  Z- parvietojuma vektors

R - stinguma matrica

R=R°-PG

R"- stinguma matrica neievérojot P

G — geometrisko parametru matrica, kas sastav 7 elementiem.

Pilnas potencialas energijas I1 minimuma nosacTjumi

a—H=O; EI_—I-=O,... ol =0
8z, oz, oz,

noved pie homoggnas vienddojumu sistémas
(& -PG)Z=0

Py atrod pielidzinot determinanti nullei:
D=[R°-PG|=0

Salidzinot ar klasisko pérvietojuma metodi, aptuvena GEM
precizéka rezultata iegfiSanai stieni jasadala vairakos elementos, 1pasi, ja
ramja mezgliem nav linedru parvietojumu [2, 13, 14].

GEM prieksrociba — var uzdevumus ar daudziem nezindmiem risinat ar
datoriem, kas nav iesp&jams ar klasisko parvietojumu metodi, vai
apgritinats

Apskatisim piemé&ru: aprékinat minimalo kritisko speku ramim, kas
paradits 3.8.2 zim&uma. Aprékinu veiksim tris variantos: vispirms
atradisim Py, ar klasisko parvietojumu metodi, kas piepemto hipotézu
ietvaros dod precizu rezultatu un kas parociga rékinot ,uz papira ar roku”,
ja nezinamo skaits neliels. Pienpemam, divus nezinamos: mezglu 1 un 2
pagrieziena lenkus — Z; un Z,. Atrodam mezglu reakcijas no vieninieku

parvietojumiem (zim.3.8.3) [2, 14], tabulas 3.8.2 un 3.8.3.

El EI EI
iy =37+4—l—+4—l—¢2(V);
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Tabula 3.8.1 Parvietojumu metodes stienu reakciju aptuvenas véribas

GEM forma
T
Z=1 A '_f : v
1 '.}‘ %E_J‘ _‘t _/V '4/7 .
e AT
!\ A
m
| Z } 2|
AL g
A AV AR
) A %\ -y ,;é / _L 265 6 W) Zs
G e a] [Fe) Wi,
e &40 NN 7
i <
1 7 . | [ 7 L

A024ET 6‘42_N .
515 4o5£ |

a
I




Tabula 3.8.2

JEJ

%—ﬁ("}

88

‘ E 2 R 0]
, Pr (V)= sz -5 e
- () 1/ [
! F 5 4 1V
| 5
l —— q . v ((g u_u)
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v iy (1) T, () 3 (00 Ty () m (v N, (v
0,00 1,0000 1, 0000 1,0000 1,0000 17,0000 I, 0000
(), 25 (),99568 00,9979 1,0010 0, 49990 00,9750 0,9937
0,50 0,9832 00,9916 1,0042 0,9958 0, 8999 0,9750
0,75 0,9619 0,9811 1,0005 0,9905 0,7743 0,0437
1,00 0,9313 0,9662 | 1,0172 0,9832 0,5980 0,8999
| ,25 0,8908 0,969 1,0274 0,0737 0,3700 0,8435
1,50 0,8393 0,9226 1,0403 0,9619 0,0893 0,7743
1,75 0,775t (0, 8936 1,0563 0,978 —0, 2457 0,6926
2,00 0,6961 0, 8590 1,0760 0,9313 —0,6372 0, 5981)
2,25 (0,59 0,8187 1,0993 (,9194 —1,0884 0.4906
2,560 0,4793 0,7720 I, 1286 0 §90%° — 1, 6040 0,3700
2,75 (1,321 0,7181 1, 1634 1, 866D —-2, 17 0,2364
3,00 0, 1361 0, 6560 1,20568 () #4303 —2,8639 0,0893
3,25 -—0, 1220 0,5846 1,2574 0.8089 —3.6428 | —0,0713
3,50 ~—0,48%4 0,502t 1,3212 (),77614 —4,0727 | —0,2457
3,75 —1,0693 0,406t 1,4008 0,7377 —5,7568 | —0,4341
4,00 —2, 1726 0,2033 1,5018 0,6961 —7,5060 | —0,6372
4,25 —5,3838 -0, 1687 1,6327 0,600t — 11,4050 | —0,8550
4,50 {.4227,80 —0,0048 1,8070 0,5991 -1-221,05 —1,088%
4,75 — —0,2097 | 2,0168 0,5425 — —1,3377
5,00 — —0,4772 | 2,3924 0.4793 — —1,6040
5,25 — —0,8483 | 2,9232 0,4086 — ~1,8882
5,50 — —1,4181 3,8234 0,3291 — —2,1917
5,75 — —2,4526 | 5,6223 0.2390 — —2,5162
6,00 — —5,1594 10,727 0,136l —_ —2,8639
6,25 —_ —47,067 94, 186 0,0172 —3,2380
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Kritiska spgka minimilo vértibu Py ; atrodam no statiskds noturibas
nosacijuma:

D= o =0,
i Tx
P, =3l,36%.

Sis rezultats ir precizs pienemto hipotéZu ietvaros. Ki otru aplikojam
GEM variantu, kad reakcijas no vieninieku parvietojumiem aprékinatas
piepemot izlie¢u funkciju polinomu veidd, t3 izvairoties no
transcendentalam funkcijam. Pienemot divus visparinatos parvietojumus
Z1 un Z,, saifu reakcijas biis (tab.3.8.1):

N =11%——1£5Pl; Ty =8§I£; By =Py =E-I—
Statiskds noturibas nosacijums noved pie sekojoas kritiskd sp&ka
vertibas:

P,,= 78,75% .

Sis rezultats par 255% parsniedz precizo rezultatu.

Apmierino$us Py, rezulttus, izmantojot GEM dabli piegemot trIs
visparinatas koordinates, skat.zim.3.8.3. Jau esoSiem parvietojumiem Z,
un Z, pievienojam spiesta stiepa vidus punkta horizontalo parvietojumu
Zs (zim.3.8.3). Attiecigas papildus vienibas parvietojumu reakcijas bis
(skat. tabulu 3.8.1)

L _loo4Er spp 8
U5 P o151 R 15
Noturibas nosacijums

Py, ry=r,=0.

o M2 hs
D=iry ry =0

noved pie rezultata, P, = 32,23%, kas tikai par 4 % atSkiras no preciza
rezultata.

Tada veids, GEM piemérota lielu uzdevumu risinaSanai.,
izmantojot datorus, jo noturibas determinants satur vienigi polinomus un
nesatur transcendentas funkcijas.
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4.nodala. ROBEZELEMENTU METODE (REM)
§4.1. Metodes biitiba un galvenie jédzieni

REM metode sekmigi konkuré ar GEM, da¥os gadijumos ta pat ir
efektivaka. Metodes ideja tada, ka tiek paplasindts uzdevuma aprékina
sheémas apgabals, bieZi lidz bezgalibai, par cik bezgaligiem apgabaliem -
bezgaligi garai sijai uz elastiga pamata, bezgaligai elastigai platnei,
bezgaligai elastigai telpai - ir zinami precizi analitiski atrisingjumi
vienibas ar&jam koncentrétam spgkam (vai momentam). Nosauksim $os
risindjumus par ietekmes funkcijam. Izmantojot $is funkcijas un
superpozicijas principu REM atrod tadas slodzes, kas apmierina dota
galiga aprékina objekta robeZnosacijumus.

Apskatama kermena robezu sadalam atsevifkos elementos, kurus
sauksim par robeZelementiem (RE). Zim.4.1 redzami RE trisdimensiju,
divdimensiju un viendimensiju kermepiem; tie ir attiecigi virsmas
elementi, kontfira posmi un robeZpunkti. Kermeni nosaciti paplasinam aiz
ta robeZam t4, lai tas k]itu par bezgaliga apgabala dalu, kuram zinamas
ietekmes funkcijas. Katru RE noslogosim ar atbilstosu reaktivu slodzi un
izmantojot ietekmes funkcijas integréjot atradisim katra paplasinata
apgabala  punkta  spriegumus un parvietojumus.  Sastidot
robeznosacijumus RE punktos un izmantojot ietekmes funkcijas aktivam
un reaktivam slodz&m, ka arl superpozicijas principu, nonikam pie
algebrisku vienadojumu sistémas, kuru atrisinot atrodam reaktivas
skodzes, ks apmierina dota galiga lieluma kermena robeznosacijumus.

Tada veida REM nosaka reaktivas slodzes uz kermenpa robezas, kas
"ieguldits" bezgaliga elastiga vide; atrastds slodzes novér§ (kompensg)
aprékinama kermepa un nosaciti pievienotas bezgaligas vides
mijiedarbibu. Apskatito REM variantu sauc par kompenséjoSo (vai
fiktivo) slodzu metodi. DaZreiz &rtak uz kermena virsmas slod¥u vietd
uzdot  parvietojumus. Citreiz  robeZnosacijumus értik  uzdot
integralvienadojumu veidi. Citi REM varianti apskatiti literatra
[19...22].

§4.2. Sijas uz elastiga pamata.
§4.8. Piemérs 14, patapinats nomacibu gramatas[19].
Apskatisim fiktivo slod?u metodes vienkarsu pieméru. Dota

bezgaligi gara sija uz elastiga pamata, kas slogota ar speku P punkti & =
I (zim.4.2), bet punkta x =0 atrodas balsts, kur izliece w = 0.
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Zim.4.1 RobeZelementu (RE) piemeri trisdimensiju, divdimensiju
un viendimensiju kermenim. Par RE kalpo atbilstoSie kermena virsmas
elementi, kontira atgriezumi vai robeZpunkti.
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Apskatisim paliguzdevumu un atradisim iziieces funkciju W(x)

sijai uz elastiga pamata, ja ta punkta £ slogota ar vienibas spéku P (balsta
X = 0 nav), skat.zZim.4.3:

Izliece bezgalgarai sijai bas [1]:
W(x) = Gy(.£) =2 e eos i - £)sin A - ]

K
kur g=1 =7

K - elastiga pamata koeficients

X - punkts, kurd aprékina funkcijas W (x) vértibu.

REM 3o risindjumu sauc par fundamentilo.

Funkcija G,(x,£) definé fundamentalo risinajumu vienibas spéka P
= 1 iedarbiba.

Punkta, kur doti robeznosacijumi, pieliekam fiktivu speku. Fiktiva
un redld speka iedarbibas rezultatd, izmantojot superpoziciju, nosakdm
w(x) 3, lai izpilditos robeZnosacijumi.

Uzdevuma robeZnosacTjumi (§is punkts ir ari robeZelements)

x=0;, w=0

Robeznosacljuma punktd (robeZelementu) slogojam ar fiktivu
slodzi @,(0). Tai jabat tadai, lai redlais speks P un fiktivais ;(0)
izraisitu punkta x = 0 nulles vértibas izliecei w = 0. Izmantojot
fundamentala risindjuma spékiem P un ¢;(0) superpoziciju dabd

w(x) =0 (O)Go (x,0)+ PG, (x’l)

Ieverojot robeZnosacijumus dabii

w(0)=,(0)G,(0.0)+ PG, (x.7)=0

no kurienes ﬁktgvais speks

G,(0,7)

? (0) =-P G, (0,0) =

Lidz ar to uzdevums atrisinats.

~Pe™#(cos Bl +sin )
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§ 4.3. Sijas, balstitas uz elastiga pamatojuma, lieces aprékins

Aprekinasim 30 cm augstu velméta térauda dubulta T-veida profila
siju uz elastigd pamata (zim.4.3.1). Aprékina izejas dati:

E = 2000 kN/cm®; I, = 7080 cm®; b = 13,5 e’

ky=200 N/em®; L = 3,9 m; P = 100 kN,
kur k, pamatnes elastibas koeficients

'B=4—Ek}, k=k0’b

Uzdevuma atrisina$anai izmantosim fundamentalus atrisindjumus
no vienibas speku iedarbibas.

Vienibas speka P = 1 darbibas rezultata , kas iedarbojas punkta &
(zim.4.3.2), risinajums bezgaligi garai sijai sekojoss [19]:

w(x) =G, (x, g):ﬁe 5 (cos fir +sin fr)

9(x)= —=Fy(x,&)= %e'/” sin frsgn(¢ - x);
d’w

— = Eo(x,§)=Le'ﬂ’(cosﬂr—sinﬂr); (4.31)

M(x)=-EI dx2

Q(x)-—— dx ¢¥_p (x é‘) ’cosﬁrsgn(f—x).

FunkcijaG,(x,&) ir fundamentélais risindgjums vienibas spéka
iedarbibas rezultata, bet funkcijas F,(x,£), E,(x,£), D, (x,&) ir fundamentala
risindjuma atvasindjumi.

Vienibas momenta M =1 iedarbibas rezultata, kas pielikts punkta &

(zim.4.3.1), bezgaligi garai sijai, risinajums §ads [19]:

w(x): G, (x, §) =F, (x, f) = ﬂ?e'ﬁ’ sin fr sgn(é’ —x),
06)= 2 = 5,8) =~ 22", () = -2 (cos pr-sin )

M(x)=~EI (2; E (x,&)=Dy(x,¢)= %e"” cos frsgn(é—x), (4.32)
0)=-E1%% = D\(5.8)= £ 6, (1. 8)= 1 cos pr s ).

Funkcija G,(x,£) ir fundamentalais risindjums vienibas momenta
iedarbibas gadijuma, bet funkcijas F/(x.¢), E(x¢) un D(x¢&) ir
fundamentala risinajuma atvasinajumi.

Dotam uzdevumam fundamentalo risinajumu (4.3.1) un (4.3.2)
superpozicija noved pie meklgjamo funkciju sekojo$am sakaribam:
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W(x) =0 (O)Go (x,O) T, (O)Gl (x,O) +@ (L)Go (x’ L) + ¢, (L)Gl (x’ L) +
+ PG, (x,1/3L)+ Gy (x,2/3L)}
H(x) =0 (O)Fo (x,O) + 9, (O)Fl (x,O) To (L)Fo (xs L) +@, (L)Fl (x, L)+
+P[F,(x,1/3L)+ F,(x,2/3L)}
M(x) =0 (O)Eo (x,0)+ ?, (O)El (x,0)+ & (L)Eo (x’ L)"’ ?, (L)El (st)"'
+ P[Ey(x,1/3L)+ E,(x,2/3L)}
Q(x) =0 (O)Do (x,O) T, (O)D] (x,O) ¢ (L)Do (xa L) T, (‘L)Dl (x, L) +
+P[Dy(x,1/3L)+ D, (x,2/3L)]
Dota uzdevuma robeznosacijumi:
DW=0;,x=0; 2) M=0;x=0;
3)W=0,x=L; 4) w=0=0x="L
levietojot mekl&jamas funkcijas (4.3.3) uzdevuma robeZnosacijumus,
ieglstam  fiktivo  spgku  ¢,(0)%¢,(0}¢,(Z) un ¢,(L)  aprékinasanai
nepiecieSamo vienddojumu sistému: '
[4] {p}=1{F} (4.3.4)
4x44x1 4x]

(4.3.3)

kur

[4] - vienadojumu sistémas koeficientu matrica;

{p} - meklgjamie fiktivie spaki;

{F} - dotie argjie speki:

0,(0) G,(0.1/3L)+G,(0,2/3L)
,(0) E,(0.1/3L)+ E,(0,2/3L)
to}= o (D) )=~ Fy(£.1/3L)+ F,(L,2/3L) [
o,(L) G,(L.1/3L)+G,(L,2/3L)
G,(0,0) G,(0+£0) G,(0,L)  G/(0,L)
4] E,(00) E(0+e0) E(.L) E((L)
F00) F(L0) FL-&Ll) F(LL)
G)(L,0) G(LO) G,(LL) G(L-¢1)

Atzimesim, ka aprékinot funkciju F,(x,&) vai D,(x,&) vértibas
gadljumiem, kad novérotdja un avota punkti sakrit, t.i., x =&, novérotaja
punkts janovieto attaluma & pirms avota(x = x - £) vai attdluma & péc avota
(x=x+¢), atkariba no ta, kur tiek aprékinata mekl&jamas funkcijas
vertiba [19].

Vienadojumu sistémas (4.3.4) atrisindjums, ievérojot izejas datus,
dod sekojosas fiktivo speku vértibas:

0,(0) = —66,25kN;  ¢,(0)= —54,84kN

0, (L)=-72,42kN; o,(L)=-1198kN
Talak izmantojot iegitos rezultatus formulas (4.3.3), izskaitlojam

w(x), M(x), o(x) [19].
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Macibu lidzeklT [19] doti uzdevumi ar vairdkiem robeZelementiem.
Sadu uzdevumu fiktivo speku aprékinaSanai nonakam pie algebrisku
vienadojumu sistémas.

REM metodes pilna kursa apg@i§anai ieteicams minétais darbs [19],
ka arT citi avoti [20,21, 22,23]

Dzilakai priekSmeta apgiisanai beigas dota nepiecieSama macibu
literatiira.
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5. nodaja. KONSTRUKCIJU NELINEARO UZDEVUMU APREKINU
METODES

§ 5.1. Problémas nostidne un risiniSanas metodes

Konstrukciju aprékinos sastopam divu veidu nelinearitates. Pirmais
veids saistits ar o ~¢ sakaribas nelinearitati, kas raksturo konstrukcijas
materiala TpaSibas elastigi-plastiska stadija un Jauj aprékinat sistémas
robezslodzi. Otrais veids saistits ar geometrisko nelinearitati, kad
konstrukcijas parvietojumi izraisa ievérojamas tds geometriskas formas
izmaipas un lidzsvara vienadojumi jasastada deformé&tam stavoklim.

Robezslodzes aprékinam patieso elastigi-plastiska materiala o ~ ¢
diagrammu vienkar$o. S1 diagramma ka stiepg, ta ari spiedes gadijuma
sastav no diviem posmiem - slip3, kas raksturo elastigds deformacijas un
horizontala posma plastiskim deformacijam. Horizontala posma
plastiskas deformacijas pienem neierobeZoti lielas, bet materidla
nostiprinaSanos nepem véra. Tadas diagrammas t.s. Prandtla diagrammas
var pielietot t€rauda, stiegrota betona u.c. konstrukciju aprékiniem, kad
sabrukumu nosaka materiala plistamiba p, (plistamibas robeZa).
RobeZslodzes gadijuma liekto elementu maksimalais moments biis

M, = Pu 'Wpl
kur  p, -materiala plistamibas robeZa;

W, - Skersgriezuma plastiskais pretestibas moments.

Ja sistémas lieces moments kada $kérsgriezuma sasniedz lielumu
M, - stieni, rodas plastiska (tecéSanas) locikla.

Sistémas robezslodze tiks sasniegta tad, kad plastisko lociklu skaits
klus vienads ar sistémas lieko nezinamo skaitu plus viens. Dotai statiski
nenoteicamai sistémai, slogotai ar konkr&tu slodzi ir daudz piepdju
variantu, kas apmierina lidzsvara nosacTjumus. Saskapd ar statisko
teorému patiesais piepllu sadalijums bis tads, kuram atbilst maksimala
robezslodze, ja apmierinati lidzsvara nosacijumi un lieces momenti
neparsniedz M,;. RobeZslodzei més tuvojamies no apak3as, t.i. dabd
apak$€jo novertejumu.

Tai pa3ai statiski nenoteicamai sistémai un slodzei ir daudz dazadas
sabrukuma formas. Saskapa ar kinematisko teorému patiesa bids ta
sabrukuma forma, kurai atbilst mazaka robeZslodze. Risinot uzdevumu ar
kinematisko metodi, katram iespgjamam sabrukuma mehanismam sastada
arejo un ieksgjo speku darbu summu uz virtuiliem parvietojumiem.

Tatad kinematiskds metodes bitiba tada, ka robeZslodzes
noteikSanai salidzina daZadus kinematiski iesp&jamos stavoklus
robeZslodzes gadijuma. Talak kinematiski iesp&jamiem stavok]iem
pieméro LagranZa virtudlo parvietojumu principu un no virtuala darba
vienddojuma nosaka robeZslodzi. Metode dod robeZslodzes augsgjo
novertéjumu, meés tai tuvojamies no augsas.
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§ 5.2. Statiskis teorémas pielietojums robezslodzes noteikSanai

Saskand ar statisko teorému, robeZslodze ir lielakd no visim
slodzém, ja tiek apmierinati lidzsvara vienadojumi, un neviena piepiile
neparsniedz robezZpiepili.

Aprékinasim robeZslodzi ramim, kas parddits 5.2.1.zim. Saja
zZim&juma dotd lieces momentu epira, kas apmierina lidzsvara
vienadojumus. Momenti 3k&lumos 1,2 un 3 nedrikst bt lielaki par M,

M =IX<M,; (5.2.1)
M,=IX-PI<M,; (5.2.2)
M, =-IX +4PI<M,, (5.2.3)

Slodze P un reakcija X pozitivas, tamdg]
P20 (5.2.4)
X220 (5.2.5)
Attélosim apgabalu, ko ierobeZo nevienlidzibas (5.2.1) ... (5.2.5).
Dekarta koordinatu sistéma ieglistam zim.5.2.2. Lielako P vértibu dabl

punktd k, kur P, = Jg;” .

ult

Ja sisttmai ir lielaka statiskd nenoteicamiba, ar vairakiem
nezinamiem, tad uzdevumu grafiski attélot nevar un jaizmanto linearas
vai nelinedras programmeéSanas metodes, kuru aprakstus un piemérus var
atrast specidld literatird. Atzimésim, ka lineards un nelinearas
programméSanas metodes pladi pielieto optimizacijas uzdevumos
(skat.specialo literattiru).

§ 5.3. Kinematiskas teorémas pielietojums robeZslodzes noteikSanai;
Lagranza virtuilo parvietojumu princips

Pielietojot kinematisko metodi, nepiecieSams noskaidrot visas
iespejamas sistémas nestspéjas zaudéSanas shémas. Sim nolikkam
japienem, ka izveidojusies tik daudz plastlskle Sarniri, cik nepiecieSams,
lai sisttma k]itu par mehanismu, vai kinematisko kedi. Sis parvértibas
mehanisma var notikt daZados veidos, kurd katram veidam atbilst sava
robezslodze. No visdm iegiitim robeZslodzém, patiesd blis mazaka. Ta
bis vienada ar to, kas iegiita ar statisko metodi.

Zim&juma 5.2.3.a,b,c paraditi tris iespgjamie apskatdmas sist€émas
(zim.5.2.1) nestsp&jas zaudésanas mehanismi.

Pielietojot virtudlo parvietojumu principu, katram nestspéjas
zaudéSanas mehdnismam sastadam virtualo darbu izteiksmes:
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17 |
~{x+4P! "-'Mu (5:23}

Lx - PL=M, (5.22])

Zim.5.2.2
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PA-.Mult -?__Mult % =0 (Zim.5.2.3.a) > P = 2Mult :

PA+2PA-M,, %—M,,n§= 0 (zim.5.2.3.b)— P %Mlun :

PA+2PA_Muh A_Mulr _A_ =0 (Zim523c) —-> P =M_‘i’~
2 2l 2 2l

Mazaka speka P vértiba P =—A%’, kas saskan ar rezultatu, kas iegfits ar

statisko metodi.

§ 5.4. Geometriski nelineara platpu teorija un tas lielo izlietu
aprékins (Bubnova-Galorkina metode)

Ja planas platnes izlieces parsniedz #/5 ... #2, kur ¢ - platnes
biezums, tad tds izlietu aprékinam jaizmanto geometriski nelinedro
teoriju (piepemot, ka platnes materials seko Huka likumam). Sada platne
papildus lieces spriegumiem rodas ari vienmérigi izklied&ti pa biezumu
spriegumi, kurus sauc par membranspriegumiem. Siem spriegumiem
atbilst deformacijas &° ,&5,7° kas rodas platnes vidus virsma.

Lielo izlietu aprékiniem izmanto divas hipotézes: taisno normaju
hipotézi un hipotézi par to, ka horizontalie slapi nespiez uz otru, t.i.,
o,=0. Salidzinot ar mazo izlieSu aprékinu, atmet hipotézi par
membranspriegumu neesamibu.

Piepemot, ka parvietojumi wu,v ir mazi, bet izliece w -galiga
lieluma, bet samérojama ar platnes biezumu ¢, vidus virsmas deformacijas
bils nelinedras pret w:

. Ou I(sz
£, =—+=| —
ax 2\ ox
. OV 1(aw]2
£, =—+—| —
oy 2\ oy
o O 0Ou owow
oy 0z ©&x oy

Platnes vidus virsmas deformacijaim jaapmierina deformaciju
nepartrauktibas nosacijums, kas izriet no iepriek3gjas sakaribas:

s %) 8y (o'w) owolw

e oy =(axay] ol o

Vidus virsmas liekumi @, , @, un vérpe = tadi padi ka stingam
platném:

(5.4.1)

o*w 0w *w
K =w—-: — ' M = -

b

ot Y e T oy
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Platnes deformaicijas, ievérojot taisnas normales hipotézi, biis
2y o*w o’
£, =6 ——5; £,=6y——5; y=y" -2—1z
oxr’ Ty By
Talak apskatam platnes lidzsvara vienadojumus pie lielam izliec&m.
Zim.5.2.4 paradits bezgala mazs platnes elements deformétd stavokli.

Zim.5.2.4a paraditas vidus virsmas pieptiles, zZim.5.2.4b - lieces piepiiles.

N .5 _ 0 - 1idzigi ka lineara uzdevuma
ON,
No >ry-— AP
o oy

Lidzsvara nosacfjums » Z=0 jasastada platnes elementam deforméta
stavokli [9]; p€c augstakas kartas mazo lielumu atmeSanas dabii:

0 2 2y 2 oN,
aQ,+Q+NaZ+Na Log 0w ON, ow ON,ow
ox oy &x oy? &xoy oOx ox ayay
oS ow &S éw
+——+——+g=0
Oy ox Ox Oy

Nosacfjumi ) M, =0 un » M, =0 dod rezultatu, kas neatSkiras no mazo

izlieCu teorijas
oM, 6H
Ox 8y *
oH OM
= Y = 0,
ox oy
No ieprieks iegflitiem vienadojumiem seko [9]:
2 a M 2 2 2
OM, OH OM, 0w sV, oW _ g (542)

o’ oxdy Oy’ "o’ oy oy’

Deformacijas un piepiiles savstarpéji saista Huka likums, t.i. materiala
mehaniskas Tpasibas t.sk. fizikalie likumi:

£° _E(N ~uN,} & -Eh(N —uN.} y°= G (5.4.3)
_E
20+ )

Momentiem spéka §adas sakaribas

0*w o*w ’w  O'w o*w
=- 2L oM, = ul 2 H=—(1-p)DZE (544
M, D( —+ U 2], M, D( - 2} (1-p)D (5.4.4)
kur

Talak sastadisim uzdevuma atrisinoSos vienddojumus. Ievietojot (5.4.3)
un (5.4.4) vienadojuma (5.4.1) un (5.4.2) dabi
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Zim.5.2.4

103



L 5 828
E[W(Nx—,uNy)+§(Ny—,uNx)—2(l+,u) }=

Oxdy
_ [ 0w jz 8*w 8*w

_ 5.4.5a,b
oxdy ox? oy’ ( )
0w 8w 0w
DV'w-N,——-28—-N, "~ =¢
o &xdy oy
kur
4 4 4
Vip=2 212 azwz ) ud
o oyt oy
un
4 4 4
VD = ?9;) +2 652;2 + aay?

Nezinamo skaita samazina$anai ievedam vidus virsmas membran-
spriegumu funkciju
62 q) 2 2
7 Ny=a?; Sz_a_cp"
oy ox Oxdy
kas apmierina ta patigi lidzsvara vienadojumus > X=0un ) 7=0.
Ievietojot iegfitas sakaribas vienadojumos (5.4.5a,b), dabi
2. \? 2, a2
LV"CD— o‘w +6 vzva 1:z=0
Eh xay ) o' oy

DV4W_(62CD O’w _,0°0 w0 a%b]

N, =

(5.4.6a,b)

6y2 6x2_ 6x6y6x8y+6x2 8y2

Vienadojumi (5.4.6a,b), kas saista vidus virsmas spriegumu funkciju® ar
izlieCu funkeiju w, ir platgu lielo izlietu teorijas galvena formula. Tada
veida platgu lielo izlietu aprékins noved pie divu nelinedru vienadojumu
(5.4.6a,b) sistémas atrisina$anas attiecib3 pret funkciju @ un izlieci w.
Sie vienddojumi pazistami ka Karmana vienddojumi. Meklg&jamam
funkcijam ®,w ir jaapmierina ne tikai sistéma (5.4.6a,b), bet arl
robeznosacijumi.

Ka pieméru apskatam taisnstira platnes izliedu aprékinu, kas
slogota ar vienmérigu slodzi g (zim.5.2.5). Funkcijas ® un izlieces w
aproksimacija paturam tikai vienu rindas locekli un uzdevumu risinim ar
Bubnova-Gaorkina metodi (pienem sistému ar vienu brivibas pakapi):

. T . T
w= fsin—xsin—y
a b

D= ¢sin£xsin£y
a b

Ievietojot 8s izteiksmes sistéma (5.4.6a,b), dabd
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X L —7r—2+”2 2 sinZxsinZy~
' Etla® b2 oSy b”

4

T 2 7T . 2T o T
-— 2f cos? Z xcos? —y-—sin® —xsin" —y
a'b a b a b

ﬂ_Z 2

2
X,=D —+£— fsmﬂxsmﬂy—
a* b’ a b
4

2b2

f- gp(sm Z xsin? y—cos2 £xcoszzy)—q
a b a b

Pielietojot Bubnova-Galorkina metodi, reizinot X; un X, ar sinﬁxsin% y
a
un rezultétu integréj ot pa platnes virsmu:
”X sm xsin— 5 ydxdy 0
00

ab
”Xz sinZ xsinZ ydxdy =0
; a b

0

dabil nelinedru vienadojumu sistému pret nezindgmiem @ un f:

(7:2 n? ]2 167> Et 167°Et o2 _

a b 30%p7

7t 72\ | 324°Et 16
DIE 2| g2 B, 220
(az b* 4 3a’b? s-e —

So sistému var reducét uz vienu vienadojumu pret izlieces
amplitiidi /. Piem&ram, ja a/b=1, tad
_,,2) 43
f8-pt)

t 3zt £
kur
4
B= 4cga
7’ Dt

P&d&jais vienadojums dod kvalitativu kvadrata platnes izlieces analizi
lielam izliecEm. Zim&uma 5.2.6 paraditi §~ B teorétiskie grafiki

kvadrata platnei mazam (1. likne) un lielam (2. likne) izliecém, ja x=0,3.
10% k]tdu dablijam jau pie f/¢~0,5.
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§ 5.5 Lézeno caulu izlieces geometriski nelineara nostadné (Bubnova
— Galorkina metode vienadojumu sistémai)

Par 18zeno sauc Caulu, kuras augstums neparsniedz piekto daju tas
mazaka plana izm@ru (zIm.5.5.1). Lézeno Caulu lieces vienadojumu
sistéma, ieverojot galiga lieluma izlieces, dota macibu gramata [2,
formulas (2.3. 9.21) un (23.9.22), 460 lpp.]. Izvérsta veida Sie
vienadojumi taisnstiira plana €aulai ar g = const $adi:

D a F o’F ¢
X==v* -==0 55.1
h Yot h ( )
2 2
Y=%V4F+%L(w,w)+kxgy—?+kygx—‘:’=o, (5.5.2)
kur w - Caulas vidus virsmas izliece
q — Skérsslodze, pienemta pastaviga
F — spriegumfunkcija
k., = Ri,ky = RL - liekumi, piepemti pastavigi
x ¥
4 4 4
V4=6...+2 o'... 0.

ax4 axZayZ + ay4 ’
62w gw (o*w)Y
) - 2222 2
%y
8'F 82w _,OF Ow  OFd'w
ay2 ax2 axay axay ax2 ay2 *
a,b — Caulas kontiira malu garumi (zim.5.5.1).

RobeZnosacijumi: ¢aulas malas lociklveidigi savienotas ar kontlira
balsta elementiem:

L(F,w)=

jax=0,x=aqa,tad w= ng =0,0,=0,7=0.

Analogi nosacljumi malam y=0 un y=5.
Pirma tuvingjuma piepemam S$adas w un F aproksimicijas, kas
apmierina robeZnosacijumus:
y

w= f,sinZsin 2, F=4snZsin® (5.5.3)
a b a b

Sisteému (5.5.1), (5.5.2) integréjam ar Bubnova — Galorkina metodi,

to pielietojot vienlaicigi divu vienadojumu sistémai. Sastadam Bubnova —
Galorkina metodes vienadojumus:
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ab ab
J.IXsinEsindedy=O, ”.Ysm—sm—dxdy 0 (5.5.4)
0e a b 56 a b

Ievietojot Seit (5.5.1), (5 5.2) un (5.5.3) péc integréSanas dabiijam:

D z°(1 1 ! [k k) g
—h—=l5+—5| -4 +A—| =+ |-2=0
hf116(a2 bz) f‘ sz 16(b2 azj h

A, 16 ok kY1 v 0 659
E 2(17 a)“ b*  a’ ﬂz(l 1)21—
3t —+— S+
a b a® b

Ievedam bezdimensionalus parametrus:

. 2, kb
kx=k"a,k= o
h Y h

_h *J(a_bjz
n 1T E R

Atrodot no sist€mas sakaribu (5.5.5) starpj slodzi un izlieci, un
ieverojot (5.5.6) dabfijam (t.i. izslédzot A,):

l 2
7[6(—+/1)
*=—3~2L2—1—§3—k* & 7’ pr2 1 A
I
1+— 1+=
A A

k =k, +k, A=

(5.5.6)

=k (1+l)+ i 657
A

Kvadratveida plana ¢aulai (@ = b) un ja p =0,3, tad
q* =8,774° —2,46k* £ 7 +(0,154k ** +22) (5.5.8)
Grafika, kas paradits 5.5.2.zZim&juma, ar partrauktu raustitu liniju

attglota (5.5.8) sakariba dazadam k* vértibam, ja ,1=—Z-=1. Mazam k*

veértibam q* nepartraukti pieaug, lidzigi ka platném. Sakot ar k* = 18
diagrammai ir lejup ejoSs posms (zimé&juma 5.5.2 skat. likni k* = 24), kas
norada uz to, ka izliece ar 1&cienu var pariet uz augSupejosu liknes posmu,
ka paradits liknei k* = 60.

Precizaka rezultata iegliSanai w un F aproksimacijai japienem
izteiksmes rindas veida

w=>7%, Siniﬂsinigz,
ij a
/ (5.5.9)

F=3 4, sin’-;ﬁsin%.

Risindjums biis jo preciziks, jo vairak rindas locek]i tiks nemti
vera. Ar nepartrauktu liniju zZim&juma 5.5.2 paraditi rezultati, kas iegiti ar
datoru paturot tik daudz rindas locek]u, lai risindgjums konverggtu.
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Zim.5.5.2 Kvadrata plana panela ,,slodzes ~ izlieces” grafiks

Projektgjot apliikotas 18zenas Gaulas ievérosim, ka jo lielaks aulas
liekums k*, jo €aula stingdka, t.i., tas izlieces ir mazakas pie tas pasas
slodzes; Seit jaievéro arl tas, ka ekspluaticijas slodzei 4. ir jabit
mazékai par ¢, , ievérojot nepiecieSamo drosibu, tapéc ir svarigi

precizdk noteikt g¢.., neaprobeZojoties tikai ar pirma tuvingjuma
rezultatiem.
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No zZim&juma ¢*~¢ (2im.5.5.2a) grafika seko, ka §1 sakariba pie
k* < 24ir neviennozimiga, t.i. vienai parametra g* vertibai atbilst tris
vienadojuma (5.5.7) saknes. Kamér parametrs ¢* pieaug no nulles lidz
maksimalai vértibai (ordinata A uz liknes 1) amplitida ¢ nepartraukti
pieaug, ka atbilst posms OP liknei 1 (zim.5.5.2a). Ka tikai slodzes
parametrs g*  Kk]ast lielaks par A, iestdjas situdcija, kad izliece
lecienveidigi pariet stavokli D (uz liknes 1, zZim.5.2.a). ,,Parléciena” laika
panelis acumirkligi pariet no stavok]a I uz stavokli II (zim.5.5.2.b). Talak
palielinot slodzi, pieaug panela izliece, kas zim.5.5.2.a attélojas uz liknes
1 ka posms DC.

Saskana ar linedro ¢aulu teoriju, posmd OA (likne 1 zim.5.5.2.a)
sakariba g* ~¢ ir linedra; ta paliek linedra ari tad, ja slodzes pieaug virs
grafika A punkta, kas ir kvalitativi k]iidaini; lineara teorija neatspogulo
parléciena procesu, bet dod nepartrauktu g* ~¢ linearu sakaribu (likne 1°
7zim.5.5.2.a). Atzimésim, ka péc slogoSanas sekojoSai atslodzei panela
izlieces atSkirsies no noslogoSanas Iiknes OADC.

Atslodzes laika panelis neatgriezas izejas stavokli 0. Paliek izliece,
ko raksturo abscisas punkts E. Lai atgrieztu paneli sdkuma stavokli,
nepiecieSams to slogot ar pret€jas zimes slodzi, kas atbilst punkta B
ordinatai zZim.5.5.2.a. Pie $adas negativas slodzes (punkts B zim.5.5.2.a
notiek panela ,,parléciens” atpakal virziena, kam uz liknes 1 atbilst pareja
no punkta B uz punktu F. Tikai tagad péc atslogoSanas (negativas slodzes
samazinaSanas) panela izliece atgriezisies sava izejas stavokll (no punkta
F uz 0). Ja k* <24, pieméram, ja k* = 12, nekadu ,,parléciena” punktu
nav.

Redzam, ka samazinot 16zenas Gaulas sakuma augstumu f, batiski
izmainas tas slodzes izlieces ¢* ~ ¢ diagramma.
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